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Resumen curricular

Dentro del ciclo de formacion basica de los ingenieros, apare-
ce la matematica como una disciplina basica que contribuye a
completar, en cierta medida, el sistema de conocimientos pro-
fundos que necesita el futuro ingeniero para fundamentar los
modelos matematicos que se presentan al momento de resolver
problemas ingenieriles.

Ademas, la matemadtica desarrolla el pensamiento 16gi-
co-deductivo, la formacidon lingiiistica, las operaciones menta-
les generales (como el analisis, la sintesis, la generalizacion y la
abstraccion), asi como el pensamiento heuristico y creativo. Sin
embargo, la matematica, en los diferentes niveles de ensenanza,
y no queda excepto de ello el nivel superior, es un proceso com-
plejo tanto para ensefarla —tarea de los profesores—, como para
aprenderla por parte de los estudiantes.
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Resumen

En la formacion basica de los profesionales relacionados con
la ingenieria, se encuentra la matematica superior como una
de sus disciplinas; pero son muy discutidas las dificultades que
afronta esta disciplina en el proceso de ensefanza-aprendizaje.
Es por ello por lo que los profesores quisieron desarrollar un
libro que contribuya al “perfeccionamiento del proceso de ense-
flanza-aprendizaje de la matematica en las carreras de ingenie-
ria”. El objetivo de este trabajo es presentar los resultados del
proyecto y la implementacion de una estrategia didactica que
se centre en las estrategias de aprendizaje para el desarrollo de
habilidades matematicas.

La matematica utiliza un lenguaje riguroso con el que pue-
de expresarse de manera precisa, clara y desprovista de ambi-
giiedades e inconsistencias, las relaciones internas de las teorias
que tratan acerca de la naturaleza, de la sociedad y del compor-
tamiento del individuo.

La matematica tiene como finalidad el estudio de las estruc-
turas mas generales del pensamiento l6gico. Son caracteristicas
de esta su poder de analisis y sintesis, la riqueza en conceptos,
procesos y multiples herramientas que puedan aplicarse a disci-
plinas tan diversas como las ingenierias, las ciencias naturales
e, inclusive, el arte, etc.
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Presentacion

Este libro ha sido elaborado a partir de las notas del primer nivel
de matematica impartido por los autores para los estudiantes
del primer nivel de Ingenierias de la Universidad Tecnologica
Indoamérica. El contenido cubre la malla curricular de la asig-
natura de Matematicas comun, desde la titulacién de Ingenieros
Industriales hasta los Ingenieros en Ciencias de la Computa-
cion, que ofrece actualmente la Universidad. Puesto que esta
materia pertenece al tronco comun para todos los planes de es-
tudio dentro de la Ingenieria reconocidos oficialmente, este li-
bro es potencialmente util dentro del primer nivel.

La concepcion del texto estuvo orientado para servir de
guia a los estudiantes del primer nivel de las Ingenierias, y esto
se lo ha determinado por la seleccion del material y la forma
de la exposicion. Se ha perseguido un estilo claro, detallado y
pedagbgico, incluyendo ejemplos y ejercicios en cada uno de
sus capitulos.

Finalmente, este libro es el resultado del curso de varios
semestres, con varias horas semanales de matematica para estu-
diantes del primer afio. El libro est4 pensado, por una parte, para
seguir este curso, pero también para que un estudiante de primer
afno pueda estudiarlo por si mismo.
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Introduccion

El presente libro es una referencia actualizada y completa, en
un formato util, que ofrece una vision general sobre los con-
ceptos de las matematicas, con gran variedad de ejercicios a
través de los cuales el lector puede comprobar su progreso por
medio de las propuestas de solucidon aqui expuestas. Las rela-
ciones complejas se explican con sencillez y claridad a partir
de los ejemplos.

De igual manera, este libro trata de ser un puente entre la
ensenanza media y superior. Nuestra intencion al escribir estas
paginas es la de proporcionar al estudiante los conocimientos
basicos para seguir el primer nivel de una carrera técnica como
es la de las ingenierias. También puede ser utilizado como libro
de texto en un curso elemental de Calculo en las distintas Es-
cuelas Universitarias de Ingenieria.
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Propiedades de los nimeros reales

Los nimeros reales cumplen con las siguientes
propiedades:

Cerradura o Clausurativa

Esta propiedad establece que la suma de dos
numeros reales es otro namero real.

Adicion Producto
atb R a.beR
Ejemplos:
27+16=43 12.4 =48
2/3+2=28/3 3/7.5/2=15/14

144 + 133=277 80.53 =4240
Conmutativa

Esta propiedad nos indica que el orden de los
sumandos o factores no altera la suma o producto
total.

Adicion Producto
atb=b+a€e R a.b=ba€elR
Ejemplos:

8+3=3+8 V7 .V5=+5 7

11=11 V35=435

27\
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14 -20 =-20 + 14 V3 .V11=v11 .43
6=-6 V33 =+/33
Asociativa

De cualquier manera que se asocien los sumandos o
factores, el resultado se mantiene.

Adicion Producto
at(b+c)=@+b)+c ER a(b.c)=(a.b).cER
Ejemplos:

2+(7+8)=(Q+7)+8 2/3 (5.1/7) = (2/3.5) .1/7

2+(15) =©9)+8 213 (5/7) = (10/3).1/7

17=17 10/21=10/21

12 +(17+9) = (12 +17) +9 532 =(3)2

12+(26) =(29)+9 56) =152

28 =138 30=30
Distributiva

El factor afecta a cada uno de los términos de los
sumandos del polinomio.

a(b+c—d)=a(b)ta(c) —a(d) € R

\28
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es.symbolab.co

Ejemplos:
73 +9 -8) =7 (3) +7(9) +7(-8) = 21 +63 -56 = 28
Yo (4-8 +10 -14) = %5 (4) = ¥ (8) +1/2(10) -1/2(14) =2 — 4 +5 -7 = -4

Identidad

La propiedad de identidad o modulativa establece
que al sumar o multiplicar por su mddulo
correspondiente, obtenemos como resultado una
misma cantidad.

Adicion Producto

at0=a €R al= a€eR
Ejemplos:

27 +0=27 77.1=177

2/3+0=2/3 V77 .1=+77
Inverso

Al sumar un niimero real con su inverso tendremos
como resultado cero, y al multiplicar obtendremos
la unidad.

Adicion Producto
a+t(-a)=0 a.l/a=1
Ejemplos:
V127 +(-Y127)=0 3/7.7/3=1
-437 + 437 =0 89 .1/89 =1
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Ejercicios de aplicacion

\30

1.

10.

2/3 —8/5+18
256
soluc.—
15
421 -335 + 768 -12589 + 6985 -1879 + 9865 soluc.3236
1 2 5 3 2 1
7= -3-+4--6—+5--17 soluc. - —
6 3 2 4 5 4

26,58+78,56-128,59+39,65-127,89-428,56+2569  soluc.2028.75

1927
168

2 3 4
3/5+7——-8/5+4—-10—+11 soluc.
3 8 7

2\/§— 18 \/§+21\/€-17 \/§+28\/€ +14\/§
soluc. -152\/§ — 42\/§ +49 2\/8

3§/7+25 3\/ 17-323\/7+183\/ 17 +21W77 + 3{/7
soluc. -28 W+43 3\/ 17 +21 2\/ 77

25 +3vV21 175 +23v21 -21/5 +33121
soluc. - 36 %/g+59 z\/ﬁ

11 47
32n+3/4n—-T78n+13/5e—12¢ soluc.? T[-?e

43\/?+ 8/3 % soluc. ? %
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La recta numérica

Es un grafico unidimensional, que se encuentra
estructurado en una linea recta en la que los
nameros reales son mostrados como puntos
especialmente marcados.

Ejemplos:

Graficar en la recta numérica 7, -6

A

Graficar en la recta numérica V5. 17

A

| | >
Ll

| | |
~17 0 V5

Graficar en la recta numérica 6,7; - 2.7

A

-2.7 0 6.7

31\
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Ejercicios de aplicacion

Representar en la recta numérica

20, -10
V37,17
10,5; -5,9
5/3,-11/7

27 ,-4+5
35700, 86500
334,86, -789,25
-34/23, 417
. 10/7,-31/7

10. 7+/23, - 8v21

N O

Valor absoluto y distancia

El valor absoluto de un niimero real es su valor
numérico sin tener en cuenta el signo positivo o
negativo.

El valor absoluto esta relacionado con las nociones
de magnitud, distancia y norma en diferentes
contextos matematicos y fisicos.
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Ejemplos:

1258 - |-3275| +| -8965| — | ~9865 | + | ~13475 | -| 76359 |=

258 -3275+8965-9865 +13475-76359 = -66801

I 1 8 5 13
7_7_1_7_7—

15 4 5 2 12
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Aplicaciones con valor absoluto
Ejercicio 1:

Selecciona la recta numérica que coincida con la
expresion |-6-(-3)|

f_/%
) [ D N [ Y N NN M |
a) 1T 1 v 1 T T 1T T &t 1 7T
6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 [
) S N N N Y [N NN G N N
b) =t 1T 1 1T T 1 T
Solucion:

Resolviendo la expresion dada |-6-(-3)| = |-6+3| =|-3| =3

Por lo tanto, la solucién es la a, porque es la unica recta que
hace referencia a una distancia de 3 unidades.

Ejercicio 2:

(Cudles de las siguientes expresiones representan la
distancia entre ¢ y d?

50 —t—
POSUN .
AN ——
aw —@— a
Als —t—
SO ——
210 ——
AN —t—
FOppe .

\34
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b3
4 4
3
4 4

Solucién: la expresion que nos indica una
sumatoria es la opcion b.

Ejercicios de aplicacion:

L.

=

b

9635 +|— 6339 —|~896367 —|5896| |- 12675 sol: -899144
12643] - |- 6475/ + |- 96358 — |- 86574/ + [3256| sol: 19210
l_3+_2_E_4_§_5_Z sol: 17/30
5 3 5 2
53|~ |-14:/2] +|-35,3] -|-67.3] S0k ~27-3-14.2
[23¢ - 73¢] - |- 85¢| |- 97¢] +|- 765¢| + |- 865¢] sol: 1398 e
E l__§+§__§+§__2_l sol:—i;
3 2/ |7 2|8 4 4
37|~ |- 2337 +|- 81423 |- 4723 - |- 5647 sol: _ 7837 +34.23

35\
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8. P327/—|-777x/+ ~125357|~ —32457 + 327 sol: 8872 T
57
9. B slel-Lig-[2oq4]-3+2 sol: -
3 5 10
173
10. 3 3 3 sol:
2 4 4—7+—10+2 28
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Conjuntos

Un conjunto estd determinado por aquellos
elementos que tienen una cierta caracteristica.

Ejemplos:
A=1{0,1,2,3,4,5,6,7.8,9}
p=(ll @ , 4
C={2,3,5,7,11,13,17,19}

Dentro del estudio de los conjuntos podemos
establecer las siguientes formas operacionales:

Unién

La union de conjuntos esta formada por todos los
elementos que forman los conjuntos dados.

Ejemplo:
Dados los conjuntos: A={1,2,3,4,5}
B={7,9,10}
Calcular

AUB={1,2,3,4,5.7,9, 10}

AuB

W\
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Interseccion

La interseccion de los conjuntos esta constituida
por los elementos comunes que existen entre ellos.

Ejemplo
Dados los conjuntos: A={% % ,7/8 m}
B={"%,7/6, 6/5, e}
C= {5275 12,V3, 1}
Calcular

ANBNC={%}

\38
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Diferencia de Conjuntos

La diferencia de conjuntos se encuentra dada por
los elementos que estan en el primer conjunto y no
en el segundo conjunto.

Ejemplo
Dados los conjuntos: A = {1,3,5,7.9}

B={13.8,10}

A/B = {5,7,9}

AlB

39\
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B/A = {8,10}

A

B/A

Complemento de un conjunto

Son los elementos que le faltan al subconjunto para
ser igual al conjunto universo.

Ejemplo:

Dado U=1{2,4,68,10}
A=1{26)
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Encontrar;: A€

AC

EJERCICIO 1

Dados los conjuntos:

U= Universo= {-13,-6,-2-1,0,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 12, 17}
A={-6,-2,-1,0,2,3,5, 8}
B=4{-2,3,4.6,7,9, 10}

C=1{0,12,-13,7, 17}

41 |
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Determinar: [C /(AU B) lu(ANC)
Solucién:

Resolver por partes y de adentro hacia afuera

[C/(Aw B lu(ANC)
\ ! , 4
2
. ?; ./
5

Parte 1: (4u B)= {-6,-2.-1,0,2,3.4,5,6,7,8,9,10}
%/_/

1

Parte 2: (AU B)° = {-13, 12, 17}
%,_J

2

Parte 3: C/(Avw B)" ={0,7}

%f—/

e
S

Parte 4: (AN C) = {0}
%/_J

4

Parte 5: [C/(AU B) U (A~ C)={0,7}

>
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EJERCICIO 2

Re

N—

En el diagrama de Venn, el conjunto A esta dado
por el circulo externo, el conjunto B estd dado por
el circulo interno y el conjunto C estd dado por el
triangulo. Determina qué conjunto representa la
region sombreada.

Solucién:

La primera parte del conjunto solicitado la
constituye el conjunto (4N B“)n C, tal como
muestra la siguiente figura:
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Re

La segunda parte del conjunto solicitado la constituye
el conjunto (BN C?), el cual se representa en el
siguiente diagrama:

\44
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Re

N

A partir de los diagramas anteriores se puede concluir
gue la regién sombreada requerida puede ser
representada por la siguiente operacién entre
conjuntos:

[(ANB)YNCJU(BNCY)
Intervalos

Un intervalo es un conjunto de nimeros formado
por el subconjunto de los numeros reales, a los
cuales se los puede representar en la recta
numeérica.

Dentro del estudio de los intervalos se presentan los
siguientes:

Intervalo Cerrado

Es aquel que incluye los dos extremos o sus limites,
para ello se incluyen los signos < 6 < o
simplemente usamos corchetes.

45 |
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Ejemplo:

Intervalo Abierto

Es aquel que no incluye los extremos,
considerandose como tales a los numeros
infinitamente mas cercanos dentro del intervalo.

Ejemplo:

% <

Intervalos Semiabiertos

Se caracterizan por incluir a uno de sus extremos.
De acuerdo al extremo que se considere, se
determina el intervalo semiabierto hacia la derecha
o hacia la izquierda.
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Ejemplo:

Intervalos al Infinito

Se caracterizan por tener uno de sus extremos
abiertos o cerrados, ya sea hacia la derecha o hacia
la izquierda.

Ejemplo:

Operaciones con intervalos

Se presenta las operaciones de unidn e interseccion,
para lo cual debemos graficar a los intervalos

47\
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propuestos y de alli determinamos el resultado
operacional.

Ejemplos:
(-295]U(-492):(-49 5]

Ejercicios de Aplicacion

1. [-10,4]U[-8,5) U(-6,10] soluc. [ -10, 10]
2. (-00,-2)U[ -5.8) soluc. (-00 ,8)

3. (-5,4]U(-7,3) soluc. (-5, 4 ]

\48
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4. (-00,-31U(-6, 4] soluc. (-0 ,4]
5. (-3,2]U(-5,4]U[1,7) soluc. (- 5, 7)
6. (-52]N (-5,4] soluc. (- 5, 2]
7. (-2,5]1N(-3.5] soluc. (-2, 5]
8. (-83)N[-7.4) soluc. [ -7, 3)
9. (-4,31N(-7,5]N(4,0)  soluc. @

10. [-5,6)N(-4,3)N[-3,5) soluc.[-3,3)

Potenciacion

La potenciacion es una operacion matematica
de composicion, en la que al tener la base y el
exponente, se debe encontrar un nuevo término
llamado potencia.

a"=b
Propiedades

La potenciacion cumple con las siguientes
propiedades:

1. En el producto de potencias de la misma
base, se conserva la base y se suman los
exponentes.

R e R

49 |
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Ejemplos:
2710, 2712 27-18 =274
5x+3.5-x+2 =5x+3—x+2 =55
72/3. 71/2_ 7 - 72/3 + %+l — 713/6

2. En el cociente de bases iguales, se
conserva la base y se restan los
exponentes.

am/at=gm-n

Ejemplos:
14219/ 1427 = 1423

92x-6 / 92X-10 = 92X—6-2x+10 = 94
1026 +5/ 106+2 = 1026+5-e-2 = 10e+3

3. Toda potencia de exponente cero es
igual a la unidad.

a’=1

\50
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Ejemplos:
(V2x=5)° =1
(log 328 /277)° =1
(3/329-496) =1

Toda potencia de exponente negativo se
transforma en positiva colocando el

reciproco de la base.
am=1/a"

Ejemplos:
113=1/118
(-7/8)2=(-8/7)*=64/49

2x-3 , _ X—=5
) (Zx—3

)2

(

x—5

5. Toda potencia de base negativa elevada
a un exponente par nos dard como
resultado una potencia de signo positiva.

(-a) ™=+ a™; m nlimero par

Ejemplos:
(-2/7)y=+4/49
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(-5)* =+625

1/3)=+1/81

6. Toda potencia de base negativa elevada
a un exponente impar nos dard como
resultado una potencia de signo
negativa.

(- a)™ = - a"; siendo n nimero impar
Ejemplos:

1) =-1
(3 =-27
-12)Y=-1/32

7. La potencia de potencia es igual a la
base elevada al producto de sus

exponentes.
(am )" =amn
Ejemplos:
(G y)y=3
(@) =u*

((2/3)4)>(2/3)12
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Ejercicios de aplicacion:

Q3 -1 —(-2 /3y +(1 - 1/2)°

(1/52)2+(327)°— (5 -7/4)" -3/8

9/5— (2 —3/2 )+ ((2)? )*- 10/3

(725)°+ @4 —-3 /42 - (32-1)1+73

(83-2)y' +(4—122—(-2)

B-14)2—@BR+1)*+(-1)"

(52 /5y + (1/4 -2 Y — (3/4-2)?

(4/3 =2 )= (-2-3/7)* + (-5/7)*

(5/3 = 5)1 + ((-3)%)? — (- 2/3)° — ( -968525)°

(2/3 +3)1 — (-2/3 — 5/4)* + (5/2 -2/3)?

125
soluc. —
72

2139
104

soluc.

853
soluc. —

571
soluc.—/—

48

183
soluc.—
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Radicacion

Es una operacion inversa a la potenciacion, en la
cual al tener el indice de la raiz y el término
subradical, debemos encontrar la raiz.

NVa =b
Ejemplos:

V16 =2
V7 .45 .411 =4/7.511 =+/385

>=v9 =3

Ejercicios de aplicacion:

1-1 3 1
. - — _ -1 1-3 g
1. (-2/3): 8.2 +4.(-2)_[(2—1) 17 sol:

12
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1 11
] e B
1 3 Z 2
| () 13

6
1,1,
12 4 8
1
1_
2
2
2 3
S A=t
EA
3 13 4
1 =.3 5
g—v//81*1+7
2

sol: —

sol: 1

sol:

N |

sol: -16
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5

s 7

3 2

116 L

9. 5
N + o

10.

(16)f -2~125 +(, if ) f/;zl

540
sol: —
17
72
sol: —=
85
2876
sol:
135
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Racionalizacion

La racionalizacion es un procedimiento que
tiene por objeto eliminar los radicales de los
denominadores, generalmente. Para realizar
este proceso se debe hacer coincidir el indice
de la raiz con el exponente de la base cuando
se trata de monomios.

Si la expresion a racionalizar en un binomio
entonces se aplica el criterio de la conjugada
que significa multiplicar por el mismo binomio
pero cambiando el signo de la mitad.

Ejemplo R1: 23 = 2

\

Factor
racionalizante
mondmico

. 3
Ejemplo R2: .~ = (;\/2

\

Factor
racionalizante
mondémico
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Ejemplo R3:

5=z 3)
2/2-3 \(2/2-3

ala2+3) _a2/2+3)_ %

2.2 +3

L2)-GF 89

Factor
racionalizante
binédmico

Ejemplo R4:

Factor

— v racionalizante
_9 /3 = 35 mondémico
35 7

Ejercicios de aplicacion

Racionalizar las siguientes expresiones:

1. 477 sol: 4/343
4
2. 3*/254 SOl: 3‘“\/5—4
A2+
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3. ;/* sol: 3(4+3.3)
> 5(2/7-3
4 = sol; 3(2/7-3)
2"\/ 7 + 3 19
S. {7/5 sol: 1235 -9+/5
4'\/7 + 3 103
J7
6 o A sol: 514 +221
5+/2 —2+/3 33
2 o
7 / f SOl: 3+3+/5-6+/2-34/10
3—-J5++2 )
NE} o
8 L, sol: —4.3+/15+6.5
J5+-/3-2 »
53
= W SOl 210./21 +300-/3 + 6021 +240-/7 +1065
NSNS = Z1
(& — i _
10 Lﬁ Tk 2+/15 =3+/10 - 5+/6
A2 - ”\,//3 +-/5 _6
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Expresiones Algebraicas

Polinomios

Combinacién de operaciones con expresiones alge-
braicas

Factorizacion

Dominio de una expresion algebraica
Simplificacion de expresiones algebraicas

Adicion y sustraccion de expresiones racionales
Multiplicacion y division de expresiones racionales

Fracciones complejas
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Polinomios

Un polinomio con una variable x es una expresion
de la forma:

an X" +an x4+ +a; x +ao

En donde ao, a1, ............ , an Son numeros reales, y
n es un entero no negativo. Si a # 0 , entonces el
polinomio tiene grado n. Los monomios ax x* , que
conforman el polinomio reciben el nombre de
términos del polinomio.

Ejemplos:

3/8 x*y? z monomio
a’+23b° binomio
2m°+3n’—p trinomio
at—2b°—c?+d cuatrinomio

4x8—y*—772*+9u> -~ 11w polinomio

Combinacion de operaciones con expresiones
algebraicas. En esta combinacion de operaciones
se presentan las siguientes:

Adicion 'y  sustraccion de  expresiones
algebraicas. - Para realizar esta forma operacional
deberemos ordenar los respectivos polinomios que
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constituyen los sumandos, para luego de reducir los
términos semejantes llegar a obtener una suma total
en forma ordenada.

Ejemplos:
Dados los polinomios
P 3x2+ 7x* - 2x +4x>- 8

P2 4x3 — 5x% + 11x- 10x* + 23 Sumar: P1 + P2
Tx*+4x3 +3x*—2x -8

-10x* + 4x3 — 5x% + 11x+23

-3x4 + 8x3 -2x2 4+ 9x + 15
Dados los polinomios Sumar: Py + P2
Pi. 32w+ 1/3u?—3/8u?+2/5u*-2/5
P2: 1/4 w3 +1/4 v® + 3/4 u> - 3/10 u* + 3/8

32w +2/5ut+1/3u -3/8u? —2/5
+  1/4v— 3/10u*+1/4 03+ 3/4u>+ 3/ 8

7/4 v’ + 1/10 u* + 7/12 u? +3/8 u? — 1/40
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Multiplicacion de expresiones algebraicas

Dados los polinomios

Pi: 2x2—-3x +5x3+2x* -5

Py 3x +2x2 -7 Multiplicar: P1. P>
2xt+5x3 +2x2-3x -5

2x2 + 3x -7

4x% 4+ 10x° + 4x* -6x3 -10 x2

6x° +15x*++6x3 - 9x2 -15x

-14x* -35x3-14x24+21x +35

4x* + 16x° + 5x* — 35x -33x% +6x +35

Division de expresiones algebraicas
Dados los polinomios
P1. 9x + x2 +20 P2 5+x Dividir: P;. P,

X+5

X+ 4
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Ejemplo 1:
2 a(x)
Sea a(x)=x" +2x+1 y b(x)= x+4, podemos escribir
b(x)
como g(x)+ r(x)
b(x)

Donde q y r son polinomios, y el grado de r es
menor que el grado de b.

(a) (Cual es el cociente de q(x)?

(b) ¢Cuadl es el residuo de r(x)?

Solucion:

Observa que a(x) tiene mayor grado que b(x). Esto
nos permite encontrar un polinomio cociente q(x),
que no sea cero.

Usando division larga con polinomios para
encontrar el cociente q(x), y el residuo r(x), de

a(x) X +2x+1
b(x) x+4
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Primero dividimos x° entre x y obtenemos x:

Multiplicamos (x+4) por x para obtener x* +4x,y
después restamos para cancelar el término con x°:

(x> +2x)— (x* +4x)

=x>+2x-x" —4x

=-2x

Después, dividimos -2x entre x para obtener -2

Repetimos el proceso de arriba: multiplicar (x+4)
por -2 para obtener -2x-8, y después restamos para
eliminar el término con x:

(-2x+1)—(-2x—8)
=(=2x+1)—(=2x)— (-8)
=-2x+1+2x+8

=9

El proceso termina aqui, pues (xt4) es un
polinomio de primer grado y 9 es un polinomio de
grado cero.

Se consigue que r(x) =9, q(x) =x-2,y

x+2x+1 9
=x—2+
x+4 x+4
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En conclusion:
q(x) =x-2
r(x)=9

Desafio: Resuelva el ejercicio anterior mediante el
uso de CAS de Geogebra

Mediante la aplicaciédn informatica se comprueba el
resultado obtenido.

Ver anexo 5
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Ejercicios de aplicacion

Resolver las operaciones indicadas con cada uno de
los polinomios propuestos.

1.

Dados los polinomios

Py 7u? + 5u®_2u?+ Su* — 3u° —4u+32

P2 Su*- 3u’ +9u’ +17u? 23u~ 28

Calcular: p,+Pp, P, — P, 2P, + 3P, 4P, - 2P,
Soluc. 5u®-6 v +10u*+16 v’ +15 u?> -27 u +4

Soluc.5u® — 2 u? -19 v? +19u +60
Soluc.10u’-15u’ +25 u* + 41u® +47u? +61 u -20
Soluc.20u® -18u’ +30u* +46 u’* +26 u? - 62u +72

Dados los polinomios

Pi:37a+ 10 +12 a*- 41 a® + 4 a?

P -5a+4a’-2

Calcular: pi: P> Soluc.3 a% -14 a + 20 -
91 a—50

4a® + 5a -2
Dados los polinomios

P 3 x2y?+6x*—11xy*—4y*
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4. Dados los polinomios soluc. X2 —2x + 2

Pi:-5x3-12x +6+11 x>+ x*
Py -3x+3+x>
Calcular: P;: P

5. Dados los polinomios soluc.x* - 5x +6 -
3x—6

x24+2x -1
Py. - 5x% +14x - 6 + x* -3%3

Py 2x — 1 + %2
Calcular: P;. P,
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Factorizacion

La factorizacion consiste en descomponer a un
polinomio determinado en dos o mds factores, para
lo cual aplicaremos las siguientes reglas:

1. Factor comin monomio o polinomio

Ejempl(')s:

Descomponer en factores

4x6 - 8x* +10x% = 2x? (2x* — 4x2 +5)

7a(3x—5)+14b (3x -5)- 21 ¢ (3x -5) = 7 (3x -5) (a + 2b — 3¢)
1/2x(2a—b)—3/4y (2a-b)+5/87(2a-b)=1/2(2a—b)(x -3 /2y + 5/4 7)
Ejercicios propuestos

Descomponer en  factores los  siguientes
polinomios:

1. 15a*b*-25a%2b*+30a’b>—-40a’b’
Soluc. 5 a’b? (3 a’b—-5b>+6 a - 8b)

2. 20w (3a-5b+c)-15x(3a-5b+c)+25z(3a-5b+c)
Soluc.5 (4w -3x +5z) (3a-5b +¢)

3. 2/3a(x-2y+3z)-7/3b(x-2y+37z)+5/3 ¢ (x -2y +37)
Soluc. 1/3(2a—-7b+5¢)(x—2y+32)

4, 7x8y*-21 x*y? + 28 x° y3 — 49 x*y?z?
Soluc.7 x*y? (x*y?-3 + 4 xy -7 2%)
5. 3/8a’b’-5/8a’b’c’ + 7/8 a’ b ¢? - 9/8 a’bic3
Soluc.1/8 a2b*> (3b —5ac* +7ab ¢? -9 b? ¢%)
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6. 9m(a-b)+18n(a-b)—-27p(a—b)+36q(a—Db)
Soluc.9(m +2n -3p + 4q) (a—b)

7. 14xY?+21 Xy 283y +35x2y2 -49xty?
Soluc.7x°y? 2 X 3 y? 4 x y* +5 - 7x%y)

8. 15p*q°—-2/15p > +4/25p° ¢* -3/35p° q* +2 /45 p* ¢
Soluc.1/5p* ¢* (p q* -2/3 + 4/5 p* q -3/7 p* ¢*+ 2/9 ¢?)

9. 1la(x+tyt+z)-22b(xty+tz)+44c(xty+z)-33d(x+y+2z)
Soluc.11 (a -2b + 4c —3d) (x +y +z)

10, 7/8x(2a-b)=5/16y (2a-b)+3 /407 (2a—b)— 1124 w (2 a—b)
Soluc.1/8(2 a—b) (7x -5/2 y +3/5 z -11/3w)

2. Factor comun por agrupacion de
términos
La expresion algebraica a ser factorizada
debe estar constituida por cuatro, seis, ocho,
etc., numero de términos, de tal forma que
se puedan agrupar de dos en dos, de tres en
tres, debiendo existir entre ellos algun en
comun.

Ejemplos:
Descomponer en factores

a) 33 -x>+6x-2

(3x3 —x?) + (6x -2)
x*(3x-1)+2 (3x -1)
Gx 1) (2 +2)

b) ax+bx+aytby+az+bz
(ax+ay+az)+(bx+by+bz)
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a(x+y +2) +b (x +y+ +2)

(x+y+z) (a+b)

Ejercicios propuestos

Descomponer en  factores los  siguientes

polinomios:
1. -9x*-3x*+3x +1 Soluc. 3x +1) (1 -3 x?)
2. X +x+x+l Soluc. (x + 1) (x* + 1)
3. 2xX3+x*-6x-3 Solue. (2x + 1) ( x*-1)
4. 3am+2bm-m?- 6an —4 bn+2mn

Soluc. 3 a+2b—m) (m -2n)

5. ax+ayta-x-y-I1 Soluc. (x +y+ 1)(a—-1)
6. az'+ bz’ —2az-2b Soluc. (az+b) (z*-2)
7. 2xM3x3 -6x% - 9x Soluc. x (x2-3) 2x + 3)
8. am+6bn+3bm+2an  Soluc. (a+ 3b) (m+2n)
9. 2xy-yz+6x*-3xz Soluc. 2x —z)(3x +y)
10. 3a2-7b*-9a’+21ab* Solc. (1-3a)(3a*-7b?)

3. Trinomio cuadrado perfecto

La expresion a ser factorada deberd estar
formada por tres términos, siendo sus
extremos cuadrados perfectos positivos.
Extraemos las raices cuadradas de los
extremos y formamos un binomio con las
mismas, con el signo del segundo elemento
del trinomio y elevando todo al cuadrado.

Ejemplos:

Descomponer en factores

a) 4(a+b)?-20(a+b)(a-b)+25(a—b)*
[2(a+b)-5(a-b) ]
[2a+2b-5a+5b]?
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[-3a+7b ]2

b) 49 (2x -3y >+ 84(2x -3y) (3x +2y) + 36 (3x + 2y )?
[ 7 (2x—3y)+ 6 (3x +2y)J
[ 14x-21y+18x+12y ]?
[32x-9y T?
Ejercicios propuestos

Descomponer en  factores los  siguientes
polinomios:

1. 64-48z+ 922 Soluc. (8 — 3z )?
2. (a+by-2(@+byc+c®  Soluc. (a+b+c)?

3. 16-8(x-2)+(x-z) Soluc. (4 —x +2z )?

4. 0.01-02x2+x*  Soluc. (0.1 -x2)

5. x+y)P+6(x+y)+9 Soluc. (x+y+3 )
6. 16(a-3b)*-56(a-3b) (2a+3b)+49(2a+3b)
Soluc. (-10 a-33 b)?

7. 100(3a+b Y- 20 (3a+b)(2a—5b)+(2a—5b )
Soluc. (28a+15b )

8. 225(3x—y Y +210(3x —y) (2x + 3y) + 49 (2x + 3y )
Soluc. (59x+6y )

9. 169 (2m + 5n )* - 390(2m + 5n) (3m — 2n) + 225 (3m -2n )
Soluc. (-19m+95n )?

10, 400(5a—7 b) - 680 (5 a-7b) (4 a+ 3b) + 289 (4 a+ 3b )?
Soluc. (32a—191b )?
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4. Diferencia de cuadrados perfectos

La expresion a ser factorizada debe estar
constituida por dos términos cuadrados
perfectos separados por el signo negativo.
Extraemos las raices cuadradas de ambos
términos y formamos con las mismas dos
factores con signo positivo y negativo,
respectivamente.

Ejemplos:

Descomponer en factores los siguientes
polinomios:

a) 25/425—49/81 b*
(5223 +7/9b2 (5/2a°-7/9b?)

b) 256 x*m- 225y
(16 x*>M+ 15y ") (16 x>m - 15y ™)
Ejercicios propuestos

Descomponer en  factores los  siguientes
polinomios:

1. 4/25a'm—81/100 b
Soluc. (2/5 a® + 9/10 b*")(2/5 a® — 9/10 b2n)
2. 81 (2x -3y 2225 710
Soluc. (18x -27y +15 z8) (18x -27y -15 7?)

3. 144(3a—b)—(2a+b)
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10.

Soluc. (38 a-11b) (34 a-13 b)

49 (2x -5y )* - 36 (4x + 3y )?
Soluc. (38x -17y) (-10x -53y)

1/9 (2a+3b )2 —4/25 (a—2b )2
Soluc. (16/15 a+ 1 /5 b) (4/15a+9 / 5b)

25/121 (5x + 4y)? — 36/49 (2x + 3y )?
Soluc. (307/77x+338/77y) (43/77 x - 58 /717 y)

196 (2x + 3y )2 — 289 (4x +y )2
Soluc. (96x +59 y) (-40x +25y)

1/81 (4a—3b ) —9/4 (2a+3b )
Solue. (31/9 a + 25 /6 b) (-7/3 a -29/6 b)

324 (6 a+5b )?—361 (2 a-3b )?
Soluc. (146 a +33b) (70 a +147b)

4/25 BGm—-2n)*—-9/121 2m +n )?
Soluc. (96/55m—29/55n)(36/55m-59/55n)
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Trinomio cuadrado incompleto

La expresion a ser factorizada debe estar
constituida por dos o tres términos, siendo
sus extremos cuadrados perfectos.

Se extrae las raices y buscamos las
expresiones algebraicas que sumadas y
restadas al polinomio complete el trinomio
cuadrado perfecto, para luego aplicar las
reglas del trinomio cuadrado perfecto y la
diferencia de cuadrados perfectos, quedando
de esta forma factorizado el polinomio
dado.

Ejemplos:
Descomponer en factores la suma de los
siguientes polinomios:

a) 1+x>+x*

+X2 _XZ

(1 +2x%+ x*)-x?
(1+x%)>—x?
(I+x*+x)(1+x*-x)

b) 25x*+ x2y*+yt
+ 9 x?%y? - 9x? y?

25x* + 10x2y2 +y*—9x 2 y?
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(5x2+y2 )2~ 9 x2 y2
(5x2 " y2 +3x y) (5x2 + y? — 3xy)
(5x2 + 3xy +y?) (5 x? - 3xy +y?)

¢) a*+4b*
a*+4a’b2+4b*-4a%b?

at +4a’b>+4b* -4a°b?
(a®+2b%)? — 4 a’b?

(a> +2 b*+ 2 ab) (a®+ 2 b*>—2ab)

(a® +2ab + 2b?) (a®- 2ab +2b?)

Ejercicios propuestos:

Descomponer en factores los siguientes
polinomios:

1. a*+a?b’+b

Soluc. (a2 + ab + b?) (a®> —ab +b?)
2. m*-17m?+ 16

Soluc. (m? + 3m —4) (m? -3m — 4)
3. a*-7a’b*+b*

Soluc. (a? + 3ab + b?( a? -3ab +b?%)
4, 4+a*

Soluc. (a’+2a+2)(a®-2a+2)
5. x*-19 x%y?+ 9y*

Soluc.(x? + 5xy + 3 y?)(x* -5xy +3y?)
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6. x*+64

Soluc. (x> + 4x +8) (x> — 4x + 8)
7. 64x*+y8

Soluc.(8 X2 +4xy*Hy?) (8x*-4xy*+y*)
8. b*+1024

Solue. (b* +8b +32) (b — 8b +32)
9. 9a*—21 a?b?+ 4b*

Soluc. (3 a> +3ab —2b?) (3 a> — 3ab -2b?)
10. x*+2x%y?+ 9 y*
Soluc. (x% +2xy +3y?) (x*~ 2xy +3y?)

6. Trinomio de la forma : x>+ px +q

La expresion algebraica a ser factorada debe
estar constituida por tres términos, siendo el
primer término un cuadrado perfecto con
coeficiente igual a la unidad.

Extraemos la raiz del primer término y
formamos dos factores con el signo del
segundo elemento del trinomio en el primer
factor, y el producto de los signos del
segundo por el tercer elemento en el
segundo factor. Luego, buscamos dos
nameros que multiplicados entre si genere
el tercer elemento del trinomio, y sumados
algebraicamente  formen el segundo
elemento del trinomio.

Ejemplos:

Descomponer en factores los siguientes
polinomios:

a) x>-7x+10
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(x=5)(x=2)

b) (3x+2)2+8(3x+2)+12
[ (3x +2) +6] [ 3x +2) +2]

(3x +2 +6) 3x +2 +2)

(3x +8) 3x +4)
Ejercicios propuestos:

Descomponer en factores los siguientes

polinomios:

x>+ 2x -3

X2 — 19 x"-120
x* =28 x*+115
a>™ + 40 a" +144
y*+ 10yz - 75 22
m?+ 13m - 90
a>—2ab—48b?
a’ b’ — 48abc — 100¢?
. a’+029a+0.1
10. y2-5/6y +1/6

O 0NN R WD =

Soluc. (x +3) (x -1)
Soluc. (x*" - 24) (x> - 5)
Soluc. (x* - 23) (x* - 5)
Soluc. (a®®+ 36) (a®™* 4)
Soluc. (y +15z) (y - 5z)
Soluc. (m +18) (m - 5)
Soluc. (a— 8b) (a +6b)
Soluc. (ab -50¢) (ab + 2c¢)
Soluc. (a+0.25) (a+ 0.4)
Soluc. (y = 1/ 3) (y — 1/2)

7. Trinomio de la forma : ax>*bx *+ ¢

La expresion a ser factorada debera estar
constituida por tres términos, siendo el
primer término una expresion cuadrada
perfecta, cuyo coeficiente que acompaia a
la misma debe ser diferente a la unidad.
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Para factorar a un polinomio de estas
caracteristicas  podemos  aplicar  dos
métodos: el método directo y el de aspa
simple.

Ejemplos:

Descomponer en factores los siguientes
polinomios:

a) 3x%-16x+5 3*5=15

Método directo.- Se basa en hallar dos
nameros que multiplicados coincidan con el
producto de las constantes laterales y
sumados el coeficiente intermedio.

(Bx—15)3x—1)= B(3x-15)3x-1)

(x-5)3x-1)

Me¢étodo del aspa simple

3X><-1: - X
X -5=-15x

-16 x

81\



Carlos Espinosa ® Byron Viteri

=(x-5)(3x-1)

b) 8 x> 14x -15
8%15=120

Método directo
(-20) + (6) =-14

(8x —20)8x+6) = AQx—5)(4x +3)

(2x—5)4x+3)

Meétodo del aspa simple
3 = 6x

4x
2x ><:-5 = -20x

-14x
=(2x-5)(4x+3)
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Ejercicios propuestos:

[a—

8.
9.
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Descomponer en factores los siguientes
polinomios:

5x%2—7x -6
9a’+6ab-8b?
15 a? +8x? — 26ax
10x2 — 23xy -5y?
6x* —Tax —3 a*
8 y2—37y-15

24 x2 - 38x +15

2 a?-13ab + 6b?

10.2ab — 24 a? + 15b?

. 2@a+bP+5@a+b)-3

Soluc. (atb+3)(2a + 2b -1)
Soluc.(x-2 )(5x+3)
Soluc. ( 3 a+ 4b )(3 a— 2b)
Soluc. (3 a—4x )(5a-2x)
Soluc. (2x - 5y ) (5x +)
Soluc. ( 2x -3 a)(3x +a)
Soluc. (y—5 )8y +3)
Soluc. ( 6x — 5 )(4 x — 3)
Soluc. (a-6b)2a—b)

Soluc. (5b-6a)(4 a+3b)
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8. Trinomio cubo perfecto

La expresion a ser factorada debe estar
constituida por dos términos cubos
perfectos, separados por el signo positivo o
negativo.

Extraemos las raices cubicas colocando en
el primer factor dichas raices y en el
segundo factor formamos un polinomio
homogéneo y ordenado de segundo grado,
con todos los signos positivos, si se trata de
una resta, y alternados, si se trata de una
suma.

Ejemplos:

Descomponer en factores los siguientes
polinomios:

a) 8 X3m 27 y6n — (2Xm 3 y211) (4 X2m +6x" y2n +9 y4n)

b) 125Q2a+b)+(a—2b) =
[5(2a+b)+(@a—2b)][25Q2a+b) —5 (2 a+b)(a-2b) +
(a-2b)=
[10 a+ 5b + a -2b] [ 25 (4 a2 + 4ab + b?)
— 5 (2a%*—4ab + ab — 2b%) + a%> — 4ab +
40?]=

[11 a+ 3b] [100 a2 +100 a b + 25b>— 10
a’? + 20 ab — 5ab +10 b? + a> — 4ab +
4b?)=

[11a+3b][91a2+111 ab + 39 b?]
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Ejercicios propuestos:

Descomponer en factores los siguientes

polinomios:

27X+ 8 y"
SOIUC‘(3X3m+ 2yn) (9X6m -6 X3myu + 64 yén)

125 a12 X _ b3y Z15w
Soluc. (5 a* —b ¥ 27%) (25 a®* +5 a*™*bY 2>V + bPz!OW)

8(a—b) +(2a—b)
Soluc. (4a—3b) (4a? — 6ab + 3b?)

(5x -2y ) -8(2x+y)’
Soluc.(x-4y)(61 x> — 2xy + 4 y*)

216(2a—3b )’ +(a+2b)?
Soluc. (13 a -16b)( 133 a2 — 434 ab +364 b?)

1000 a?"™ + 343 p!2»

. 8/27 X152 125 /64 y2Ib
Soluc. (2/3x%— 5/4 y7)(4/9 x1% +5/6x y7® +25/16y'4v)

1/8 3%+ 1/27 b3

Soluc. (1/2 a'™ +1/3 b'™)(1/4 a2 -1/6 a'™ b"¥+1/9b™*)

. 512 p'8a—729 ¢33
Soluc.( 8p6a _ 9q11b)(64 p12a +72 pGa q 11b +81 q22b)

10.27 3x =2y ) — 125 2x +y )?

Soluc. (-x -11y) (271 x*> -23 x y +31y?)
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Dominio de una expresion algebraica

En general, una expresion algebraica puede o no
estar definida para todos los valores de la variable.
El dominio de una expresion algebraica es el
conjunto de todos los nimeros reales que permite
tenga la variable.

Ejemplos:

Hallar el dominio de las siguientes expresiones
algebraicas:
a)

x o x
x2-5x+6 (x-2)(x-3)

Dominio { x/x #2 *x #3 }
b) 2x% + 3x -1
Dominio{ x/x V R}

Ejercicios propuestos:

Hallar el dominio de las siguientes expresiones

algebraicas:
2x-3 o
B e Dominio { X)X #52x# 2}
x“—=7x+10
2. 2x*+3x—1 Dominio{ x/x V R }
3. x_i Dominio {x/x# 5}
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x? -1 o
L Dominio {x/x #-2 *x# 1}
2 A
3x—4 oc
5. zx_ Dominio{ x/x #4"x #-1}
xX“—3x—4
5x—-1 o
6. — Dominio{ x/x # 2}
xXc—4
7x ..
1. = Dominio { x/x #-4 }
x“ +8x+16
8. 3x>—7x+9 Dominio{x/x VR }
9x—5 Sor
9. ———/—— Dominio{x/x# -3 " x # - 2}
X“ +5x+6
x—17 ac
10. =—— Dominio {x/x #2 " x # -3/5}
5x4“—=7x—6

Simplificacion de expresiones algebraicas

En la simplificacion de las expresiones algebraicas
debemos considerar el numerador y denominador
de las mismas, para realizar la simplificacion
correspondiente, mediante la aplicacion de
determinados procesos matematicos.

87\



Carlos Espinosa ® Byron Viteri

Ejemplos:

Simplificar las siguientes expresiones algebraicas:

x*" (x—y)

_ e

a) x2nt1_ xZTLy
xMt3 44 y3
xn

x2+ xy + y?

x%—4

WPy A ) ()

_ (2+2)(x-2) _x-2

b)

Ejercicios propuestos:

xy? (x+2)

xy? (x+2y  xy?

Simplificar las siguientes fracciones algebraicas:

1 x3 y—y3«x

x2y—x y2

x%— 4x+3

x2 (x-1)
4x%-16

x2-16

4.
4— y?2

(x?% +4x)
x% +6 x+8

\88

y2 -5y +6

Soluc. x +y

x —
x2

Soluc.

4(x+2)(x-2)
T (x+4)(x-4)

Soluc

3-y
y+2

Soluc.

X
Soluc.—/—
xX+2
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5a%-10 ab
6. ———— SOIUC. 52
a—2b
6x%2 —x-2
e Soluc.2x + 1
3x-—2
6x%-3x 3(2x— 3
8. 4 Soluc.— 3(2x- 3y)
-4 x%y +2 x y? 2x=y
2x%-5x +2
9, ——m8 Soluc. x -2
2x—1
9 — x? x+3
10. Soluc.——
x3—-2x2 -3x x(x+1)

Adicién y sustraccion de expresiones
racionales

En este proceso operacional debemos considerar las
fracciones que forman esta estructura operacional,
ya que vamos a factorar2 los denominadores si el
caso asi lo amerita, para de esta manera facilitar la
forma operacional.
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Ejemplos:
Resolver  las  siguientes  estructuras
operacionales:
3 2 y 3 (y+2)-2(y-2)-y 10
a) — = = =
y-2 y+2 y?-4 y2 -4 y2—4
b) 3t-1 " 5-2t _3 (3t—1)+2(5-2¢t) _9t—3+10—4t _ 5t+7
10 15 30 30 30

Ejercicios propuestos:

Resolver  las  siguientes  estructuras

operacionales:
3a 2b 3 a? +2 b?
1. o SOIUC.—
bc ac abc
3 2 2 X245 x+2
2. -_———t— SOIUC.—
x x+1  x2 xX2(x+1)
3 = = J 1 __7s?77s%2
© 2544 s? 43542 st-s—2 SO S o1 (524 )
X 5x 17x
4, —+ — soluc. —
6 21 42
3x—6 2x-5 3x2 43
S 2 - 2 2
4 x“+12x —16 6x°—6 8 x“+40x+32

9x3 + x2-21x+35

luc.
soluc 24(x+4)(x%-1)
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x—1 x—2 x+1 —2x—9
6. + - soluc.
5 10 2

4x—5+3x—1 5x-2
x2—1 x+1 x—1

—-2x%2 -3 x -2
soluc.————
2
9x—-7 3x-5 x+8
+ +
x2-9x+8 x—8 x—1
4x%+x —66
soluc
2_9x +8
5x—6 8x—9
= + 10
(x-5)2 x-5

2x2% —46x+199
(x-5)2

soluc.

7x—11 4x-3 2x—5
_|_

"x3-1 x—1 x2+x+1
4x3 —x2 +15x—19

x3—1

10

soluc.

Multiplicacion y division de expresiones
racionales

Para realizar este proceso operacional
deberemos observar si las expresiones
racionales son polindbmicas, y si son
factibles de factorarlas lo haremos, para que
el procedimiento sea mas facil.
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Ejemplos:

Resolver las siguientes estructuras
operacionales:

)x2—25 x2—6x—7 x%-3
x+6 =~ x-5 T ox+1

(x+5) (x=57 (x—7)(%*T) x2-3

x+6 ’ x=5 ’ y/l
(X+5) (o . 2 _
— .(x-7). (x* = 3)

) 2x-3 _ 7x+5
7x—5 ~ 2x-3

7x4+5" 2x-3 _ 2x-3
7x—5 = Zx¥5  7x-5

Ejercicios propuestos

Resolver las siguientes estructuras

operacionales:
x+2 x-5
1. —.— soluc. 1
x—=5 x+2
x%-49 x-2 x+5 (x=2)(x+5
2. — = soluc, E=22+S)
x+2  x+7 x-7 x+2

x3 —27  x%+3x+9
x+3 x+3

soluc. x -3
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10.

x2-100  x—10
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: soluc.2x -5
x+10 2x—5
4 x-2 x—3 x—1 x—1
. ) soluc. ————
10 2x—1 " x?%-9 5(x+3)
x?2-6x+9  x-3 x2+2
: soluc.
2(x-3) ~x% +2
a-b a*— b* soluc a?+b?
a2 +ab ‘a?-2ab + b2 ’
2x2 -3 x—2 2x%+ x-3 2x2%+5x-3
2x2+43x—2 2x2+7x+ 3 " 2x2 —x—6
x—1
soluc.
X+ 2
a?-4a-5 _a?-3a-10 a%?-2a-3
: soluc. 1
a?+2a-8  a?+a-12 az -4
x®+64  2x®+16x* +32x%2 x* —4x%+16 soluc. a

(x2+4)3° 6x%+6 x2

3a (x2+1)
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Fracciones complejas

Son aquellas que se encuentran
estructuradas por varios numeradores y
denominadores, por lo que para dar solucion
a este tipo de fracciones deberemos emplear
los procesos matemdticos ya indicados
anteriormente.

Ejemplos:

Resolver las siguientes fracciones complejas:

ab a
a a-+
) a—b a—b
B __a? (a+b)
B Tz
a? b2
—_— 1 —_—
a? — b2 (a+b)(a-b)
x+2  x-2 x24+ 4
p) D2 _x2
X 2 2x
— —_— 1
x+2 x-2 x%+4
X 2x
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Ejercicios propuestos

Resolver las

complejas:
3
P
Yy
1
) 3
y—
x
X
2 —
)l_l—x
1+ x
X X
+
) R A e
c ¢
c—Xx c+x
x*—x
4 =
) _
x+1

MatemaTics para Ingenieria

siguientes  fracciones

X
sol.~

S01.1+x

sol.1

sol.—x
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x—3_x—5
x—5 x-3 _
3) 1 B 1
x-5 x-3
1
6)a_- -
1
a+—
a
X
& 1-x
1— 2
1+
3—x
X+l ox
X x—=1_
) x+1
X

sol.2(x —4)

wLa_H

3—x+x?
sol.— =~

sol.

1-x



9) xl =
I+——
x—1
1+ Y
2 1
T X
l_x
X
a+b_a—b
lo)a—b Cl+b:
a a
a-b a+b

MatemaTics para Ingenieria

(x—1)

X

sol.

sol.2

Como material de apoyo nos podemos valer del
editor de ecuaciones y simuladores en linea como

symbolab.
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Diagnostico
Pregunta 1

La Tabla I lista valores de salida de la funcién f(x)
= b" para algunos valores de x, y la Tabla II lista
valores de salida de la funcion g(x)=log, (x) para

algunos valores de x. En ambas funciones, b es la
misma constante positiva.

Llena los valores faltantes en las tablas. Si es
necesario, redondea tu respuesta a tres decimales.

No necesitas usar una calculadora.

Tabla I

X 0.827 1.318 1.456
f(x)=b" 5 9 13 17
Tabla I1

X 5 7 9

g(x)=log,(x) 0827 |1 [1129 [1.318

PREGUNTA 2
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PREGUNTA 3

Reescribe la siguiente expresiéon en la forma log(c).

log(2)+1log(2)=

PREGUNTA 4

Los 5 puntos trazados a continuacion estan en la
gréfica de y=log, x

Baséandose unicamente en estos 5 puntos, traza los
5 puntos correspondientes que debes estar en la
graficade y=0>0".

>z
2 4 6 8 10 12 14 16
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PREGUNTA 5

Reescribe la siguiente expresion en la forma log(c).

log(15) —log(3) =

Definiciones basicas

Logaritmo

Es el exponente al cual se debe elevar la base para
obtener el numero.

Las expresiones Log,n=x 'y b"=n son

equivalentes, siendo:

Log,n = x; la notacion logaritmica

http://proyectodescartes.org/E-
DAD/materiales_didacticos/E-

DAD_4eso_funciones3-JS-LOMCE/
g10_resueltos_3c.htm

b* = n; la notacion exponencial.
Ejemplo 1:

10° =100 O
Logaritmo de 100 en base 10 es 2, se escribe:
Log,100=2 6 Logl00=2

Cuando la base vale 10 va sobreentendida
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Propiedades

Son consecuencia de las leyes de los exponentes y
se cumple para cualquier base positiva diferente de
1.

1.-| Log,1=0; b>0 y

El logaritmo de 1 en base b (b>0 y b=1)
siempre es cero, asi como:

Log,1=0
Log, 1=0
75
Log,1=0

Log,1= no existe

2.| Log,b=1; b>0y b=1

El logaritmo de la base siempre es 1, asi como:

Log5=1
Log,m =1
Log,7=1

Log x=1 donde x>0y x#1

Log , —4=no existe



MatemaTics para Ingenieria

3.-| b°=a entonces Log,a=c

La base de la potencia es la base del logaritmo, asi
como:

5* =3 entonces Log.3=x

4.- Longj N = LongiLong;M >0;N >0

El logaritmo de un producto es igual a la suma de
los logaritmos de sus factores, asi tenemos:

Si Log4=0.6020599913 y Logl0=1 encuentra
Log40.

Log (40)= Log (4*10)

Log (40)=Log (4) + Log (10)
Log (40)=0.6020599913 + 1
Log (40)=1.6020599913
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M ,
5. Logb( Nj = Log,M — Log, N

El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia
entre el logaritmo del dividendo y el logaritmo del
divisor, asi tenemos:

Si Log 100=2 y Log 4=0.6020599913.
Encuentre Log 25.

Log 25= Log(lgoj

Log 25=1Log 100 — Log 4
Log 25=2 - 0.6020599913
Log 25=1.397940009

6.- £L M"Y =N*Log,M

08,

El logaritmo de una potencia es igual al producto
del exponente por el logaritmo de la base de la
potencia, asi tenemos:

Si Log 3=0.4771212547. Encuentre Log 81.
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Log 81= Log3*'= 4Log3
Log 81=4(Log3)

Log 81=4(0.4771212547)
Log 81=1.908485019

radicando

Log, M

7.- Lng{N«:"/M = N ——— indice

El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo del
radicando dividido para el indice del radical, asi
tenemos:

Si Log3= 0.4771212547 Encuentre Log*/3

Log*/3= Logs

_ 04771212547

Log*/3
. 4

Log*/3=0.1192803137
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8.-| Log, M= zLong :Long}i

Asi tenemos:

Si Log3 =0.4771212547, encuentre Log,,,3

Log,y,3= Log, .3
1
Logyy3= §L0g103

1
Log,,,3= EL0g3

L0g,0,3= ;0.4771212547

Log,,,3= 02385606274

bEM = M:b>0,b# 1, M >0

Asi tenemos:
3Log3 8 _ 8

La base de la potencia es igual a la base del
logaritmo.

\ 108
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Log M

5 b,x,M son nimeros positivos b =1y x #1

Log, M =
104 7 T Log s

Asi tenemos:

Si Log 4= 0.6020599913, Log 5= 0.6989700043.
Encuentre Log.4

~ 0.6020599913
o0gsd=—— "~
0.6989700043

. MLong:Nloé’b‘u;M>0,N>0,b>0yb¢1

Asi tenemos:

9Log464 — 2L0g416

Log64 Logl6
9 Log4 __ 2 Log4

3Log4 2L0g4

9 Log4 :27 Log4

9’ =27’
(32)3 — (33)2
3¥=3
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12.-

Log%;b = Logb[;J =-1

Asi tenemos:

Logs[;j =Log,, (5) =5
/3

Restricciones en las variables

Log,a , estd definido cuando la base b es positiva y

diferente de 1, y el argumento o valor de entrada a
es positivo. Estas restricciones son resultado de la
conexion entre logaritmos y exponentes:

Restriccion | Razonamiento

b>0 En una funcién exponencial la base
b debe ser positiva, por definicion.

a>0 Log,a=c significa que b°=a.
Como un niimero positivo elevado a
cualquier potencia es positivo, o sea
b° >0, tenemos que a>0.

b#1 Supongamos por un momento que b

pudiera ser 1. Consideremos ahora
la ecuacién Log3=x. La forma
exponencial  equivalente  seria
1" =3. Pero esto nunca puede ser
verdadero, pues 1 elevado a
cualquier potencia es siempre 1. Asi

\110
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tenemos que b # 1.

Logaritmos especiales

Aunque la base de un logaritmo puede ser una de
muchos valores, hay dos bases que se utilizan con
mayor frecuencia.

En las calculadoras los botones mas comunes son:
LOGARITMO COMUN

Es un logaritmo cuya base es 10 (“logaritmo base
10™).

Al escribir estos logaritmos matematicamente
omitimos la base. Se entiende que es 10.

Log,,(x) = Log(x)
LOGARITMO NATURAL

Es un logaritmo cuya base es ¢ (“logaritmo base
e”).

En lugar de escribir la base e, indicamos este
logaritmo como In.

Log, (x)= Ln(x)

Esta tabla resume lo que necesitamos saber acerca
de estos dos logaritmos especiales:
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Nombre Base Notacion Notacion
usual especial

Logaritmo 10 Log,,(x) Log(x)

comun

Logaritmo | E Log,(x) Ln(x)

natural

Ecuaciones exponenciales con logaritmos
Resolver ecuaciones exponenciales de la forma
a*b’=d

Ejemplo:

Resuelve 73" =567

Para resolver para x primero debemos aislar la parte
del exponente.

Para hacer esto, dividimos ambos lados por 7.

J43 567
7 7

3" =81

3x:34

Cuando las bases son iguales, los exponentes
también lo son, por lo tanto:
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X=4

También se puede aplicar el criterio de logaritmos,
convirtiendo la ecuacion a forma logaritmica.

3" =81 es equivalente a log,81=x S T

resultado en
https://es.symbola
b.com/

Luego tenemos que x = sl =
log3

Ejercicios resueltos:
Redondear la respuesta a la milésima mds cercana

1
(Cudl es la solucion de 2*6" =2367?

2%6° 236
2 2

6" =118
x=log 118

‘e log(118)
~ log(6)

X=2.663
E2

¢ Cudl es la solucion de 5*3' =207
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5+3' 20

(Cudl es la solucion de 6*e” =3007?

6*e” 300

6 6

e’ =50
vy =1In(50)

~ log(118)
~ log(6)

y=3.912

Resolver ecuaciones exponenciales de la forma
a*b” =d

\114
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El

. Cudl es la soluciéon de 6*10>* =489

6*10>* _ 48
6 6
10" =8

A continuacion, aislamos el exponente convirtiendo
a forma logaritmica.

2x =log;,(8)

Luego dividir ambos lados entre 2

. log(8)
2
x=0.452

Ejercicios resueltos
E2

¢ Cudl es la solucion de 3*10% =5227
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3*10% 522
303

10" =174

4t =log(174) en forma logaritmica
t= logg74) despejando t

t=0.560

E3

. Cudl es la soluciéon de 4*5* =300?

4%5% 300

4 4

5% =175

2x =log.(75) En forma logaritmica

X = 10&2(75) Despejando t
x=1.341
E4

¢ Cudl es la soluciéon de —2*3%* = —4007
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~2%30% 400

-2 -2
30.22 _ 200

0.2z =1o0g,(200) En forma logaritmica

;z =log,(200)

z= R L)) Regla de cambio de base
log(3)

=24 o g o

Compruebe resultado
en https://es.symbol-
ab.com/

Desafio y Tics
(Cual es la solucién de (2° —3)(2*-4)=07?
Sabemos que2*-3=0,6 2"-4=0-

Ahora podemos resolver cada ecuacion para x.

2°-3=0 2°-4=0
2*=3 2" =4
x=log,3 x=log, 4
x:t:g; x:igg‘z‘
X=1.585 X=
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Grificas de funciones exponenciales

La grafica de y =2"se muestra abajo:

Grafica obtenida con
https://www.geogebra.or
g/classic

2 -1 0 1 2 3 4 5 6 t+ 8

. Cuél es la grafica de y = 3* 2" + 22 Resolver de
adentro hacia afuera como muestra la tabla:

X p=2" y= x4
0 1 0.0625

1 2 0.125

2 4 0.25

3 8 0.5

4 16 1

5 32 2
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8
7
6
5
A B
/ il

A

La grafica indica que la curva se desplaza 4
unidades hacia la derecha. Ver tabla

X y=2" y=3*2""
0 0.0625 0.1875

1 0.125 0.375

2 0.25 0.75

3 0.5 1.5

4 1 3

5 2 6

Se observa que el valor en y ha sido triplicado
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Finalmente, realizando la altima comparaciéon de

acuerdo a la tabla siguiente

X y=3%¥2"" | y=3%¥2""42
0 0.1875 2.1875

1 0.375 2375

2 0.75 2.75

3 1.5 3.5

4 3 5

5 6 8

\ 120
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Se puede concluir que la gréfica finalmente se
desplaza hacia la izquierda apareciendo una nueva
asintota horizontal en 2 para la grafica dada.

. 1Y
Ejemplo 2: La graficade y = (2) se muestra a

continuacion:

3—x
(Cudl es la graficade y = (;j -2?

Resolver de adentro hacia afuera como muestra la
tabla:

X y= (12) y= (12)
0 1 1
1 0.5 2
2 0.25 4
3 0.125 8
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4 0.0625 16
5 0.03125 32

-4 -3 =2 =41 o 1 2 3 a

La gréfica indica que la curva se refleja respecto al
eje vertical (y).

Ahora tomando en cuenta la siguiente tabla

comparativa

X 1 =X 1 3—x
=6) ()

0 1 0.125

1 2 0.25
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2 4 0.5
3 8 1
4 16 2
5 32 4

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -]

Se observa que la funcion es trasladada 3 unidades
hacia la derecha

Finalmente, realizando la Gltima comparacion de
acuerdo a la tabla siguiente

X 3-x 3—x
1 1
== - _2
g @ g @
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1 0.25 -1.75
2 0.5 -1.5
3 1 -1

4 2 0

5 4 2

]

&

w

]

Se puede concluir que la gréafica finalmente se
desplaza hacia la derecha apareciendo una nueva
asintota horizontal en -2 para la grafica requerida.

Ejemplo 3: Esbozar la funcionde y=2%*3"" -4
Resolver de adentro hacia afuera como muestra la
tabla:

X =0 [r-0
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0 1 1

| 3 0.3333
2 9 0.1111
3 27 0.0370
4 81 0.0123
5 243 0.0041

La grafica indica que la curva se refleja respecto al
eje vertical (y).Ahora tomando en cuenta la

siguiente tabla comparativa

X

y:

()"

y=2*Q)"

0

1

2
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1 0.3333 0.6666
2 0.1111 0.2222
3 0.0370 0.0741
4 0.0123 0.0247
5 0.0041 0.0082

Se observa que los valores de la funcion se
duplicaron.

Finalmente realizando la ultima comparacion de
acuerdo a la tabla siguiente.

X y=2%@)" | y=2*(3)" -4
0 2 %)
1 0.6666 -3.3333
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2 0.2222 -3.7777
3 0.0741 -3.9259
4 0.0247 -3.9753
5 0.0082 -3.9918

y=2(3F)—4

o .} 2 3 B3 5
-1
2
-3 ¥
-a

Se puede concluir que la grafica finalmente se
desplaza hacia la izquierda apareciendo una nueva
asintota horizontal en -4 para la gréafica requerida.
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Grificas de funciones logaritmicas
Relacion entre logaritmos y exponenciales.

Primero se sugiere hacer una tabla para las
funciones: y=3", y=Log,x,respectivamente.

Empezamos con la funcion y =3*

X |3 |2 [-1 Jo |1 |2 [3

3 |1 |1 |1 [3 |9 |27
Y /27 179 | /3

Despejemos x de la funcién y =3*, con la ayuda
de logaritmos tenemos:

Log(y)= Log(3)" aplicamos logartimo a
ambos lados de la igualdad
Log(y)=x*Log(3) el exponente se
convierte en coeficiente (propiedad logaritmica)
X = Log(y) despejando x
Log(3)
x=Log,(y) cambio de base

(propiedad logaritmica)
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y = Log;(x) cambiamos las
variables por notacion de funcion

Realizamos la nueva tabla para y=_Log,(x),

reemplazando los valores de y en x de la tabla
anterior.

X 11/ [1/ [1]3]9 27
271 /9 | /3

y=_Log,(x) | -3 2 -1 |0 (1|23

Se puede concluir que los valores entre las
variables de las funciones menciondas se
intercambiaron.
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Graficar funciones logaritmicas basicas

Ejemplo L1

Graficar la funcion y = Log,(x)

Se sugiere transformar a su forma exponencial

obteniendo la funcion x =357

Realizamos la tabla dando valores a y para obtener
los respectivos valores de x

y

3

-2

-1

x=5

/125

/25

/ 5
/

25

125

Luego la grafica nos queda

0

-1 o /‘ 2 3 4 5 -] 7 8 ] 10 1




Ejemplo L2
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Dada la grafica a continuacion, determinar cudl es
la funcion representativa

AAAAAAAA

3

AAAAAAAAA

vvvvvvvv

La parte comun en todas

T

-‘1

vvvvvvvvv

las

a) y=1+Log,(x)
b) y=_Log,(x)-1
C) y:—Logz(x—2)

d y= —Log,(x+2)

opciones es

y=-Log,(x), por lo que empezar graficando esta

parte es adecuado para llegar a nuestro resultado.

Para confeccionar la tabla hay que responder a la
pregunta: /si x vale 8, entonces a que potencia debo
elevar 2 para obtener dicho nimero? La respuesta

es 3.
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Asi empezamos formando la tabla siguiente:

X 8 |4 (2 |1 |1V |1/ | I/
y=Log,(x) |3 |2 |1 |0 [-1 -2 -3
La grafica es:

Luego qué sucede si a nuestra funcioén la
multiplicamos por -1

X 8 (4 (2|1 |1/ |1 |1/
y:—Logz(x) S0-2(0-110 |1 2 3
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La grafica muestra que los valores de la funcion
cambian de posicion respecto al eje x.

Finalmente, la funcién del ejercicio tiene como
asintota x=-2, por lo tanto la funcién que muestra
este comportamiento es y = —Log,(x+2).
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Taller de funciones logaritmicas para realizar en clase

1).- La gréfica y = Log,(x)se muestra a
continuacion.

1 o /1 2 3 4 5 [ 7 [ B 10 11 12 13 1a 15 1 17
-
2
3

(Cual de las siguientes graficas es
v=_Log,(x+5)-1?

A ]
8
6
8 6 2468
4
6
8

\134
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B = O 0o

~8-6-/4 2468
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3).- La grafica y = Log,(x)se muestra a
continuacion.

] o / 2 3 4 5 [] 1 8 o 10 1 12 1 1a 16 1 17
“
2
3

(Cudl de las siguientes graficas es
y=4Log,(x+1)?

A ]

& h oo

8-6-4 2468

\136
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4).- Elaborar la graficade y=3Log,(—x)—9
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Trabajo auténomo capitulo ITT

X
1 . .
1).- La gréafica y = (J se muestra a continuacion.

(Cudl de las siguientes graficas es
yv=4Log,(x+1)?

\138
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2).- (Cual de las siguientes expresiones es
equivalente a Log,(18)* Log,(a)?

A)6

B) Log(6)
C) Log;(18)
D) Logs(3)

3).- Al evaluar el logaritmo Log.(200)ala

milésima mas cercana se obtiene:

A)1.292
B) 3.292
C) 4.292
D) 5.292

4).- La grafica y =log,(x)se muestra a
continuacion.

=

2

+ -2 0 2 4 ] 8 10 12 14
-2
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(Cual de las siguientes graficas es
v=~Log,(x-2)-1?

B v

A v

N e h o

8-6-4 2468

5).- Carlos ha tomado una dosis inicial de un
medicamento por prescripcion médica.

La relacién entre el tiempo transcurrido t, en horas,
desde que €l tomo la primera dosis y la cantidad de
medicamento M(t), en miligramos (mg), en su
sangre se modela con la siguiente funcion.

M(1)=20%e
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(En cuéntas horas a Carlos le restard 1 mg de
medicamento en la sangre?

Redondea la respuesta a la milésima més cercana.

A) 3.740
B) 4.740
C) 5.740
D) 6.740

6).- Reescribe la siguiente

expresion: log(2) + log(4) en la forma log(c).
A)log(2)

B) log(4)

C) log(6)

D) log(8)

. 1 .
7).- Al evaluar la expresion log3(27j se obtiene:

A)2
B)-2
C)3

D)-3

8).- Los 3 puntos trazados a continuacion estan en
la grafica de log, (x)

Basandose solo en estos 3 puntos, traza los 3

puntos correspondientes que deben estar en la
graficade y=>»".
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9).- Considera la ecuacién 5%10 " =32

Resuelve la ecuacion para z. Redondea la respuesta
a la milésima mas cercana.

A) 6.225

B) 5.225

C)4.225

D) 3.225

10).- Al simplificar

Log(mj + Log(nj + Log(pj - Log[ma) , S
n p n nb

obtiene:

A) Log(Zj
B) Log(bj
a

C) Log(a * b)

D) Loi(a)
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EVALUAR LAS SIGUIENTES EXPRESIONES

11).- log. 125 =

12).- log, 16 =

13).- log,9=

14).- log,,10000 =

EVALUAR CON CAMBIO DE BASE

15) log,s % =

16) log, 4 =

17) log,s 5=

18) log; 2 =
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Sistemas de ecuaciones lineales de orden nxn
Ecuaciones simultianeas o consistentes

Un sistema de dos 0 mas ecuaciones con dos 0 més
incognitas, es simultdneo si se satistace para
iguales valores de las incognitas, asi:

Llx—y=2

2. x+y=4

Para el valor de 3 en x, 1 en y, ambas ecuaciones se
satisfacen.

Ecuaciones equivalentes o dependientes

Son aquellas que obtienen una ecuacion de la otra;
ademas tienen soluciones comunes e infinitas, asi:

1. (3x+6y =24
2. x+2y=8

Si dividimos la ecuacion 1 para 3 obtenemos la
ecuacion 2. Ademas, entre las soluciones tenemos:

x=0; y=4 x==2; y=5;
x=8; y=0; x=—4 y=6;
x=4 y=2; X =-6; y=17,
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Ecuaciones incompatibles o inconsistentes

Son aquellas ecuaciones que no tienen soluciones
comunes, asi:

I.| 3x-2y=10
2.|-6x+4y=15

Es un sistema inconsistente porque no hay valor,
tanto para X como para y, que satisfaga a ambas
ecuaciones.

Solucion de un sistema de ecuaciones

Es un grupo de valores de las incognitas que
satisface a todas las ecuaciones del sistema.

Asi del sistema:

1.|3x+y=9
2.|x+2y=8
Tenemos los valores 2 en x, 3 en y, lo cual es una

solucion del sistema porque satisfacen a las dos
ecuaciones.

Al resolver un sistema de ecuaciones lineal pueden
presentarse los siguientes casos:

Tiene una solucion que es simultdnea consistente.
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No tiene solucién que es incompatible o
inconsistente.

Tiene infinitas soluciones, lo cual es equivalente,
dependiente o indeterminado.

Finalmente, un sistema de ecuaciones es
compatible si tiene una solucion o infinitas
soluciones.

Sistema de N ecuaciones simultineas de primer
grado con N incégnitas.

Existen varios métodos para resolver este tipo de
sistemas, sin embargo en el presente texto se toma
en consideracion el método de Gauss siendo
su base procedimental la matriz escalonada.

Dada una matriz aumentada generalizada:

(Bxl +Cx2 +Dx3... =TI)

A, Ay Opgeeeeeeennen. by,

Ay Ay Oygeeeeeeennene. b,
A=

A, A,y g, .
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Donde:

B, C, D, TI, representan los coeficientes de las
variables de una ecuacion lineal, mientras que TI su
respectivo término independiente.

A representa al arreglo rectangular de numeros
reales definidos en filas y/o columnas entre
paréntesis.

Ay b representan los elementos coeficientes de la
matriz.

A son los coeficientes de cada una de las variables
existentes en el sistema.

B son los coeficientes que representan los términos
independientes de cada ecuacion.

M es el numero de filas.

N es el nimero de columnas.
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M*n es el nimero de elementos que posee la matriz
(orden de la matriz).

Para verificar el cambio de sistema a matriz
aumentada, observe el siguiente cuadro:

Sistema Matriz Aumentada
3x-2y=4 3 -214

x+3y=35 I 3 |5
Intercambiando la Intercambiando la
primera y segunda primera y segunda
ecuaciones ecuaciones

x+3y=5 1 3 5
3x-2y=4 3 -2 4
Sumando -3 veces la Sumando -3 veces el
primera ecuacion a la primer renglon al
segunda: segundo:

x+3y=5 1 3 5

Ox—11y=-11 0 —-11 -11
Dividimos ambos lados | Dividimos el segundo
de la segunda ecuacion | renglon entre -11:
entre -11:
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x+3y=5
Ox+y=1

1 35
011

Restamos tres veces la
segunda ecuacion de la
primera:

Restamos tres veces el
segundo renglon del
primero:

x+0y=2
Ox+y=1

1 0 2
01 1

Por tanto, la solucion es x=2, y=1

Una vez formada la matriz aumentada se procede a
realizar las operaciones fundamentales entre filas:

1. Intercambio de dos ecuaciones

2. Multiplicacion o division de una ecuacion
por una constante distinta de cero

3. Adicidn o sustraccion de un multiplo
constante de una ecuacion a (o de) otra

ecuacion.
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Método de Gauss

Se sugiere seguir los siguientes pasos:

1.

2.

3.

Formar una matriz con los coeficientes de
las ecuaciones (ecuacion igualada al
término independiente). Escalonar la matriz

mediante operaciones elementales entre
filas.

El pivote deber ser 1 y pertenece siempre a
la diagonalidad principal.

Una vez que el pivote sea uno debe hacerse
cero a los elementos que estan debajo.

Aplicaciones con sistemas de n ecuaciones con n
incognitas.

Resuelva el siguiente sistema mediante la
reduccion de filas (método de Gauss)

1)

—-2x-3y+6z=6
—x—=2y+4z=5
X+2y-3z=-4

Primero, procedemos a formar la matriz aumentada

b y z= (i
-2 -3 +6 +6
-1 -2 +4 +5
+1 +2 -3 -4
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Identificamos la diagonal principal (elementos en
donde la posicion de fila es igual a la posicion de la

columna).
X y z =ti
F1 -2 -3 6 6
F2 -1 -2 4 5
F3 1 2 -3 -4
Luego, el valor ded, debe ser igual a uno

(elemento pivote).

X y Z =ti Fl1—> F3
F1 1' 2 ’ -3 -4 | F1 cambia por F3 |
2| -1 2 4 5| F3>F1
F3 =) -3 6 6 F3 cambia por F1

\ 154
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Obtenemos las nuevas F2 y F3, siendo la matriz

actualizada:

X y z =ti
F1 1 2 -3 -4
F2 0 0 1 1
F3 0 1 0 -2
F2 > FI()+ F2

+1 +2 -3 -4
-1 -2 +4 +5

0 0 1 1
F3— F12)+ F3
2 4 -6 -8
2 -3 6 6

0 1 0 -2

wﬂ
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La matriz esta escalonada cuando los elementos de
la diagonal principal son respectivamente uno

positivo.
X Y z =ti F2 cambia por F3
F1 1l 2 -3 -4
F2 0 1l 0 -2| F3 cambia por F2
F3 0 0 1 1

Finalmente, se resuelven las ecuaciones obtenidas

con el escalonamiento de abajo hacia arriba.

Ecuacion formadaen F3:  Ox +0y +1z =1
Por lo tanto il

Ecuacion formadaen F2:  Ox +1y +0z =-2
Por lo tanto y==-2

Ecuacion formadaen F3:  Ix +2y -3z =-4

Reemplazando los valores encontrados tenemos:
Ix +2(-2) =31 =-4

Comprobar
con plantilla
en ANEXO 2

Por lo tanto x=3

La solucion es (3;-2:1)
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formulario VB

Resuelva el siguiente sistema mediante la
reduccion de filas (método de Gauss)

2) +lx+1ly+1z+2w=11
+2x-3y+2z-2w=1

+lx—4dy+lz+4w=-2

+3x-2y+5z-1lw=15

Primero, procedemos a formar la matriz aumentada

+x +y +z +w =i
+1 +1 +1 +2 +11
+2 -3 +2 -2 +1
+1 -4 +1 +4 -2
+3 -2 +5 -1 +15

Identificamos la diagonal principal (elementos en
donde la posicion de fila es igual a la posicién de la
columna).

Luego, el valor de «;, debe ser igual a uno
(elemento  pivote), caso contrario debemos
transformarlo.
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X y z w =ti
F1 1 1 1 2 11
F2 2 -3 2 -2 1
F3 1 -4 1 4 -2
F4 3 -2 5 -1 15

Trabajamos con la primera columna, haciendo
ceros a los elementos que se encuentran debajo del
elemento pivote( a11)

X y z w =ti

F1 1 1 1 2 11

F2 0 -5 0 -6 -21

F3 0 -5 0 2 -13

F4 0 -5 2 -7 -18
F2— F1%(=2)+ F2 F4— F1*(=3)+ F4
-2 -2 -2 -4 -22 -3 -3 -3 -6 -33
+2 =3 +2 -2 +1 +3 -2 +5 -1 +15
00 -5 00 -6 —ZI 00 -5 +2 -7 -18

F3— F1*(=1)+ F3
-1 -1 -1 -2 -11
+1 -4 +1 +4 -2
00 -5 00 +2 -13
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Luego, el valor % debe ser igual a uno
(elemento pivote), caso contrario debemos

transformarlo.
X y z w =ti
F1 1] 1 1 2 11
F2 0 1l 0 1,2 4,2
F3 0 0 0 8 8
F4 0 0 2 -1 3

F2 > (F2)/(-5)
00 -5 00 -6 =21
+-5 +-5 +-5 +-5 =+-5
00 +1 00 120 +472

Los elementos debajo del pivote (%22 ) deben ser
ceros. En este caso omitimos ese paso.

El nuevo pivote @33 debe ser diferente de cero,
realizando la siguiente operacion.
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X y z w =ti
F1 1 1 1 2 11
F2 0 1 0 1,2 4,2
F3 0 0 2 -1 3
F4 0 0 0 8 8
F3—(F4) F3 cambia por F4
F4 - (F3) F4 cambia por F3

El pivote ( a;; ) debe ser cero. En este caso
realizamos la siguiente operacion:

X y z w -

F1 1 1 1 2 11
F3 O 0 1 '0,5 1'5
Fa 0 0 0 8 8

F3 > F3+(2)

00 00 +2 -1 +3

=2 =2 2 =2 P

00 00 +1 —-05 +1.5
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El nuevo pivote es ( a,,) pero debe ser igual a cero,
para lo cual realizamos la siguiente operacion.

X y z w =ti
F1 1 1 1 2 11
F2 0 il 0 1,2 4,2
F3 0 0 1 -05 1,5
F4 0 0 0 1 1
F4— F4+(8)

00 00 00 +8 +8
+8 +8 +8 +8 =+8
00 00 00 +1 +1

Finalmente, se resuelven las ecuaciones obtenidas
con el escalonamiento, de abajo hacia arriba.
Ecuacion formada en F4:  0x +0y +0z +lw =1
Por lo tanto w=1

Ecuacion formada en F3: 0x +0y +1z -05w =15
Reemplazando el valordew 1z -0.51) =1.5
tenemos:

z=2

Ecuacion formadaen F2:  ox +1y +0z +12w =42
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Reemplazando el valor de w encontrado tenemos:
ly+1.2(1)=4.2

Por lo tanto y=3

Ecuacion formada en F1: Ix +1y +1z +2w =11

Reemplazando los valores encontrados tenemos:

Ix +13) +1(2) +2(1) =11
Por lo tanto x=4

La solucion es (4;3:2;1)

Verifique la respuesta obtenida mediante el
siguiente enlace:

Compruebe resultado en
http://matrixcalc.org/es/slu.htm
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Taller de resolucion de ecuaciones n*n

Resuelva el sistema dado (si la solucion existe)
usando el método de reduccion de renglones
(Gauss-Jordan)

2u -3y +4w =13
u +v +w =6
—3u +2v +w +1=0

Sol: (u=2; v=1; w=3)

x +2y +z —1t=0
+y =2z +2t=13
2x +4y —z +2t=19

y -z =3t=0
Sol: (x=29/11; y=17/11; z=-43/11; t=20/11)
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Trabajo auténomo capitulo I'V

Resuelve el sistema de ecuacidn lineal por el

método de reduccion (Gauss):

-4
2
-

\ 164

3x-5y=4
2x+3y=9

2x+4y=-8
S5x+2y=4

dx+3y=2
3x+2y=1

2x-y+3z=5
3x+2y—z=-2

x=3y+2z=-1

x—2y+3z=-4
2x+3y+4z=3

3x-5y-2z=11

2x+3y—4z=-4
3x=2y+z=2

x—4y+2z=-1

x=4
Resp: y=1
z
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2w—x+y—-2z=-6 =
w—2x+2y=-3 x=0
7.- Res
—w+x+z=2 Piy==
—2w-—y—-z=-3 z=3
Sl o )
X, X, Xy +x, =2 a1
X, =X, +x;+2x, =—4 ¥ =3t %
8.- Resp:
2%, + Xy, — X3+ x, =1 1
X, =——X,
—X, +X,+x,—x, =4 2
X, =X,
x =2
X +X, +x+x, +x,=7 Xy =
9. X=X, =Xy + X, +x; =—1 Resp' x. =
. 3
X, +X, =X, =X, +Xx, ==3
X, + X, X, =X, —X; =5 Ko =
1 2 3 4 5
XXy =X+ X, —X; =3 Xs =-1

10.- (Punto de equilibrio del mercado) Dos
productos A y B compiten. Las demandas x, y

x5 de estos productos estan relacionadas a sus

precios P, y P, por las ecuaciones de demanda.

xA:17—2PA+;PB y xB:2O—3PB+;PA
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Las ecuaciones de la oferta son:
1 1 1
PA:2+xA+§xB y PE:2+5‘XB+Z‘XA

Quedan los precios a los cuales las cantidades x
y X, estardn disponibles en el mercado. En el

punto e equilibrio del mercado, las 4 ecuaciones
deben satistacerse (dado que la demanda y la oferta
deben ser iguales). Calcule los valores de equilibrio
de x,, x5, P,y Py.

Resp: (x, =4, x, =6, P, =8, P,=6)
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Inecuaciones
Diagnostico
1)-3<X-10  Resp: x>7

2) (Cuadles valores de h satisfacen la siguiente
desigualdad?

6>"
2

a) h=10
*b) h=12
c)h=14
d)h=16

3) La guerra ruso-japonesa fue un conflicto que
comenzo6 en el afio de 1904.

Sea x tal que represente cualquier afio. Escribe una
desigualdad en términos de “x” y “1904”, que sea
verdadera solamente para valores de x que
representen afios antes del comienzo de la guerra
ruso — japonesa.

Resp: x< 1904.
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4) Grafica x> -5
Resp:

I

-5 -4 -3 2 - 0

5) Grafica x<0

1D -

Una inecuacion es una desigualdad algebraica en la
que dos de sus miembros aparecen ligados por uno

de estos signos:

que

Simbolo Lectura Ejemplo

< Menor que 2x-1<7

< Menor o igual | 2x—-1<7
que

> Mayor que 2x-1>7

> Mayor o igual | 2x-12>7
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Inecuaciones equivalentes

Si a los dos miembros de una inecuacidén se les
suma o resta un numero, la inecuacion resultante es
equivalente a la dada.

Si a los dos miembros de una inecuacion se les
multiplica o divide por un mismo numero positivo,
la inecuacion resultante es equivalente a la dada.

Si a los dos miembros de una inecuacion se les
multiplica o divide por un mismo numero negativo,
la inecuacion resultante cambia de sentido y es
equivalente a la dada.

Resolucion de inecuaciones de primer grado
1).- Quitar paréntesis
2).- Quitar denominadores

3).- Agrupar los términos en x a un lado de la
desigualdad y los términos independientes en el
otro.

4).- Efectuar las operaciones

5).- Cuando el coeficiente de la x es negativo
multiplicamos por -1, por lo que cambiard el
sentido de la desigualdad.

6).- Despejamos la incognita.
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Obtenemos la solucion como una desigualdad, pero
esta también podemos expresarla:

De forma grafica
Como intervalo
Como desigualdad
Ejemplos:
x+3<5x+2

x-5x<2-3
(—dx=-1)(-1) a1
4x =1

Xz—

)1 +x<T7x+5

x=Tx<5-1
(-6x <4)(-1)
6x>-4

2

X>——




MatemaTics para Ingenieria

Inecuaciones de segundo grado
Se sugiere seguir los siguientes pasos:

1).- Igualar el polinomio del primer miembro a cero
y obtenemos las raices de la ecuacion de segundo
grado.

2).- Representamos estos valores en la recta real.
Tomamos un punto de cada intervalo y evaluamos
el signo en cada intervalo.

3).- La solucion estd compuesta por los intervalos
(o el intervalo) que tenga el mismo signo que el
polinomio.

Si el discriminante es igual a cero:

Expresion Factorizacion Solucién
X +2x+120 (x+1)*=0 R

X 42x+1>0 | (x+1)?>0 R-{-1}
¥ +2x+1<0 | (x+1)*<0 x=-1

X +2x+1<0 (x+1)* <0 0

Cuando no tiene raices reales, le damos al
polinomio cualquier valor. Si el signo obtenido
coincide con el de la desigualdad, la solucion es R .
En cambio, si el signo obtenido no coincide con el
de la desigualdad, no tiene solucion.
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Expresion Solucion
X +x+120 N
X2+x+1>0 N
X +x+1<0 0
X +x+1<0 0
1)x>-5x+6<0
(x=-3)(x-2)=<0
x-3=<0
x=<3
x-2=<0
x=<?2
0 25 4 *®
(x-3) - - -
®2) | - + -
x-3)x-2)| = +
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Segin el cuadro, el signo “— cumple con la

condicion “ <, siendo la solucion en desigualdad:

2<x<3

Solucién grafica:

Solucion como intervalo: [2,3]
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2) (x+1)(x-2)(x+3)=0
Desigualando cada factor a cero tenemos:

(x+1) >0

EN
'

N

o

(x-2) - -

(x+1) - -

+ o+

(x+3) - +

+ + + +|o

(x-2)(x+1)(x+3) - + -

Segun el cuadro el signo “+*, cumple con la

condicion “ =7, siendo la solucion en desigualdad:

—3<x<-1 0 x=2

M%
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Solucién grafica como:

Solucién como intervalo: [-3,—1|U[2,+]
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Inecuaciones racionales

Se resuelven de un modo similar a las de segundo
grado, pero hay que tener presente que el
denominador no puede ser cero.

Se sugiere seguir los siguientes pasos:

1).- Hallamos las raices del numerador y del
denominador

2).- Representamos estos valores en la recta real,
teniendo en cuenta que las raices del denominador,
independientemente del signo de la desigualdad,
tienen que ser abiertas.

3).- Tomamos un punto de cada intervalo y
evaluamos el signo en cada intervalo.

4).- La solucion estd compuesta por los intervalos
(o el intervalo) que tengan el mismo signo que la
fraccion polindmica.

http://proyectodescartes.org/E-
DAD/materiales_didacticos/E-

DAD _ 4eso _ecuaciones_e inecu
aciones-JS-apli/index.ntm
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x—2=0 x=2 Igualando a cero el numerador
x—4=0 x=4 Igualando a cero el denominador

Los puntos para analizar en la recta son:

20 X=z=4
x-4
x=0 0-2 49
0-4
X =3 E<O
3-4
X =5 E>O
5-4
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Solucién como desigualdad:

- - -

5
o
J

S = (-0, 2] U4, )

2) Resolver /2x+12>3

Encontrar la region real: -/2x+1

2x+1=0
2x+1-1>20-1 Restar 1 en ambos miembros
2x > -1 Al simplificar
2x > -1 Dividir ambos lados entre dos
2x | . .
—>—-— al simplificar
2 2
1
xXz——
2
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Simplificar y calcular -/2x +1>3

J2x+1>3 elevar al cuadrado ambos miembros
—\2 . .
(«/2x + 1) > 3° simplificar
2x+1=>9 restar 1 en ambos miembros
2x+1-1>29-1 simplificar
2x>8 dividir ambos lados entre dos
2x _ 8 ) .
> simplificar
2 2

Solucién como desigualdad x> 4

Solucién grafica:

‘ ®

4

Solucién como intervalo: [4,+o0)

181 \



Carlos Espinosa ® Byron Viteri

\182

Inecuaciones con valor absoluto

Cuando se resuelve desigualdades de valor
absoluto, hay dos casos que considerar.

Caso 1: La expresion dentro de los simbolos de
valor absoluto es positiva.

Caso 2: La expresion dentro de los simbolos de
valor absoluto es negativa.

Si el simbolo de la desigualdad es (<), la respuesta
esta dada por la interseccion de las soluciones de
los dos casos dados.

Si el simbolo de la desigualdad es (>), la respuesta
esta dada por la union de las soluciones de los dos
casos dados, puesto que hay saltos en el resultado
final.
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1) Resolver la siguiente desigualdad | x+1 |>3
+(x+1) >3 -(x+t1)>3
x> 3-1 | Por x-1>3 Por
definicién definicion de
de valor valor
absoluto absoluto
x> 2 restando 1 a | -x> 3+1 sumando 1 a
cada cada
miembro miembro
-x> 4 Por (-1)
x<—4 Cambia de
sentido la
desigualdad
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Graficando las soluciones x> 2; x < —4 tenemos:

Solucién grafica:
O (|
-00 -4 2 +00
Solucién como desigualdad: x<-40 x>2
Solucién como intervalo:  (-o0,-4] U [2,00)

Una de las formas dadas como solucion es

suficiente.

Bx+2|=4

+(3x+2)=4 ~(3x+2)=4

3x+2=4 3x-2=4

3x=2 (=3x=26)(-1)
3x<-6

ng x=-2

\m4
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Taller en clase
Exprese la respuesta en intervalo.

1) Encuentre todos los numeros reales que
satisfagan la desigualdad

3x+7>5x-1. R: (—00,4)

2) Resuelva la doble desigualdad en x.
7>5-2x>3 R: (-1,1]
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3) El fabricante de cierto articulo puede vender
todo lo que produce al precio de $60 cada articulo.
Gasta $40 en materia prima y mano de obra al
producir cada articulo y tiene costos adicionales
(fijos) de $3000 a la semana en la operaciéon de la
planta. Encuentre el numero de unidades que
deberia producir y vender para obtener una utilidad
de al menos $1000 a la semana.

R: al menos $200 por semana

4) Resuelva la desigualdad 5x<2(x* —6)
R: (~o0,— 3, ]U[4,0)
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Trabajo auténomo
1) 12t-2 < -5t+36 t<(38/17)
2) -42v+33 < 8v+91 v> (-29/25)

3) 54x+64>49x +59 x>-1

4) 55¢+13 <75¢+39 c=-13/10
5) 55y +3>-Ty+13 y>5/6
6) 22q +73>52¢ +63 g<1/3
7) —48t+2< -7t +14 1<12/23
8) 60a +64 >80a—92 a<39/53

Desigualdades compuestas
9) Resuelve para x.
—6x+14<-28 O Ox+15<-12

a) x<-3 0 x>7 b) -3<x<7
c) x<7 d) x>-3

10) Resuelve para x.

3x—-8<23 Y —4x+26>6
a) x<31/3 b) 5<x<31/3 ¢) x<5
d) x>3
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11) Resuelve para x.

2x+3>7 O 2x+9>11
a) x>1 b) x>2 c) x<2
d) x<1

12) Resuelve para x.

—15x+60<105 Y 14x+11<-31
a) x<-3 b) x>-3 ¢) x=-3
d) x<-3

13) El colegio “xyz” va a tener su baile anual de
primavera, que costara $400. El estudiante que hace
la labor de tesorero reportd que en el fondo para el
baile quedaron $75 del afio pasado. Cada boleto
para el baile cuesta $4.

Sea t el numero de boletos vendidos. Escribe una
desigualdad para determinar cudntos boletos hay
que vender para pagar el baile de este aflo.

R: 75+4t>=400

(Cudl es el menor nimero natural de boletos que
hay que vender para pagar el baile?

R: 81(1/4)=82
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14) Resuelve para d.
Da una respuesta exacta en forma simplificada

—23d +81<-98d +1

15 16 16

d< d<—'0 d>10

¢ d= b 15 g dz .
hy d> 13
16

15) La chef Amalia estd cocinando para un
desayuno de domingo. Sabe que 22 crepas pueden
alimentar, como maximo, a 8 personas. ;/Cuadl es el
numero méximo de personas que puede alimentar
Amalia con 55 crepas?

a) 16 b)18 €20 d)22

16) Resuelve para z.
z—4 7
> —
6 2

a) z <20 b) z> 22 ¢) z< -23
d) z>25
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17) Despeja f.
11f=-7(1-2f)—-35, se cumple que:

f=

a) /<4 b) >4 c) >4
d) f<-4

18) José desea realizar su sesion de brincos en el
Centro de Trampolines Super Rebote. José dispone
de $43.25. Si el costo de entrada es de $7 y $1.25
por cada minuto que se encuentre en el trampolin,
escribe una expresion algebraica que represente el
namero de minutos (t) que José puede permanecer
en el trampolin.

R: 7+ 1.25t <43.25

Encuentra el nimero de minutos méaximo que
puede permanecer en el trampolin.

R: 29 minutos
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19) Julia manejo su coche 81 km y uso 9 litros de
gasolina. Quiere saber cuantos kilometros (x) como
maximo puede manejar con 22 litros de gasolina.
Ella supone que su coche va a seguir consumiendo
gasolina al mismo ritmo.

;Qué tan lejos puede manejar Julia con 22 litros de
gasolina?

a) 142 km b) 163 km ¢) 181 km
d) 198 km

20) Andrés va a abordar un avion. Tiene 2 maletas
registradas, de pesos iguales, y una mochila que
pesa 4 kg. El peso total del equipaje de Andrés no
debe sobrepasar 35 Kg.

Escribe una desigualdad para determinar el peso, w,
de cada una de las maletas registradas de Andrés.

R: 2w +4 <35

Encuentra el peso maximo de cada una de sus
maletas registradas.

R: 15.5Kg.
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21) Despeja f.

36— f)—4<3f -4

f:

a) f<-2

b) £>3

) f<-6 d)f>10

Resuelva las siguientes inecuaciones y exprese la
solucién como intervalos:

22) 4-3x>6

23) 1+5x>5-3x

24) 1<3x+4<16
25) x> <2x+8
26) x> =5
27) x° +3x < 4x’
28) —3< 1 <1

x
29) [x—6 < 0.1
30) lx+123

31) Jx—1<4

\ 192

132 (-1.4)
134 (-2.4)
136 (o0~ /5U[/5,00)
140 (—0,0]U(1,3)

142 (-o- 1)UL00)

152 (5.9,6.1)
154 (—o0,-4]

x €[1,17)
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32) /x*+9 <5 xe(-4.4)

33) Un hombre tiene $7000 para invertir. Quiere
invertir parte al 8% y el resto al 10%. ;/Cual es el
monto maximo que debe invertir al 8% si desea un
ingreso anual por interés de al menos $600
anuales?

R: $5000

34) Un fabricante puede vender todas las unidades
que produce al precio de $30 cada una. Tiene
costos fijos de $12 000 al mes; y ademas, le cuesta
$22 producir cada articulo. ;Cuéantas unidades
puede producir y vender al mes la compafiia para
obtener utilidades?

R: 1501 o mas.
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Respuestas:

Diagnostico
1) Tabla I: 1.129, Tabla II: 13; 2)-3; 3)log(4); 4)
(0,1); (1.2); (2,4); (3.8); (4.16); 5) log(5)

TRABAJO AUTONOMO CAP I

D C 2)C 3)B; 4HB; 5A; 6)D; 7T)D;
8)(0,1);(1,4);(2,16); 9)D; 10)B; 11) 3; 12) 2; 13)
2; 14)4; 15)-0.5; 16)0.5; 17) 1/3; 18) 1/3

TRABAJO AUTONOMO CAP II

1) (X,Y)=(3, 1)9 2) (X’y)=(29'3); 3) (X:y)z('l:z); 4)
(X,y,Z):(-1,2,3); 5) (X,y,Z):(4,1,-2); 6)
xy.2)=(1.23); 7)) (wxy,z=(1,0,-2,3); 8)

1 1
(xl,xz,x3,x4)=(—1—x4,3+5x4,—5x4,x4); 9)

(), X5, %5,%,,%5)=(2,1,3,2,-1); 10)
(xA ’xB ° PA ° PB ) = (4a69836)
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TRABAJO AUTONOMO CAP III

38 29 13
) 1<y vs-22 3 xo1i4) -3 5
VIS 3D v>—,d )ez=107

5 1 12 39
>—30)g<—:7Nt<—:;8)a<—:;9) x<-3;
y> ) q E ) % ) i )
10) x<5; 11) x>1; 12) x=-3; 13)
1 16

75+41> 4005 81, =825 14) d < 15) 20

16) z>25; 17) f<4; 18) 7+1.25t<43.25;
29 minutos; 19) 198km; 20) 2w+4<35;

15.5kg; 21) f>3; 22) {—oo,—zj; 23) [l,ooj;
3 2

24) (-1,4); 25) (-2,4); 26) (—o0,—/SJU[./5,0); 27)

(—0,0]U(13); 28) {— o0,— ;jU[I,oo); 29) (5.9,6.1);

30) (—o0,—4]: 31) x€[L17); 32) xe(-44); 33)
$5000; 34) 1501 0 més.
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ANEXOS

Anexo 1

Seleccionar pestafia SISTEMA ORDEN 3
Dar clic en el boton RESOLVER

s RESOLVER ECUACIONES
ORDEN 3

Ingresar los coeficientes de cada ecuacion igualada
a cero en el formulario.

(GAUSS - JORDAN x

ccuscion0
3 < o 3 x - . - ™ N ° 3

Comprobar el resultado con el boton CALCULAR

203 \



Carlos Espinosa ® Byron Viteri

Anexo 2

GP1: es.symbolab.com

Digitar en el buscador
es.symbolab.com

GER-RY . Lo =
Brboiob Q O = = e u 2
Formateng tps»
By~ v 2 s mm (3 w B
2 & vE VE 2 km = o o« [ 2
2 s -+ ¥ @ @ 6o e w | F g
@ 2 L im Y s e ot e e s é

Examples for step-by-step solutions

Integralsteps Q| Deriativesteps

JERTN

Seemore»

Seleccionar idioma Espafiol

v e D & hitosjes symbolsbom .o

Elmbolab Qsouwmons [ auasmncascunsron 3f-pracnce [ noresoox (Fcaoues cnearsueets. whaTswew 0 & om s n

Formatting tips »

E oy | aor | smess >+~ Fov XSI 'g g) o B

o & -
< o g
3= & @ B () A o g
» . 8
@ 2 [ im ¥ o m 5@ e B

Examples for step-by-step solutions

Integral steps Q Derlv

JEIA

Seemore»
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Ingresar el problema a resolver en la
barra de entrada del programa
presionando en el boton Ir

) Cocindors depreAigebra - X
c>ce 5 /jes symoola Q Buscar LMo =

Bmbotab Q

panel completo» £ ] [v]=]+] L e o] v e |
2 ° kg vO Y@ s 2z 2 = g i P> Goog
o v & iTunes Google Play
@ £ & f £ im ¥ w o (g HO
Rl ‘ab blog posts
L(a-8+10-14) “

Ejemplos»

+ Fracciones Ejemplos

FEEDBACK

El resultado obtenido es -4

B 1/26-8410-14) - Clculadors - X

“)> e e oa es.symbolascomsover/pre.-aigebra-calculator/\actHZNeRd-5%: - Ot [ Q s LMo =

Solucién

1la-8+10-14)=

Related Symbolab blog posts
Pasos

1(4-8+10-14) Math Solutions -
2 lator

FEEDBACK
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Anexo 3

GP2: matrixcalc.org/es

Digitar en
matrixcalc.org/es

el buscador

matiacaicorg/

LEICY L m o
. b/ espafiol / ruls / fran go/ itaizno saxezomcxn / norsk / polski / portugués / romén / pycexa / turkse | &

Matrix calculator N
ywpaiincexa/ tiéng vt / (%

Operaciones con matrices Matriz A Matriz B:

Solucion de Sistemas de

Ecuaciones Lineales

detern .

Cilculo de valores propio cedas | Lmpar |+ - Ar cedas | Lmpar |+ -

y vectores propios Determinante Matriz Inversa A8 Determanante Matrez Inversa

woria necorar e Matrz Transpuesta Rango A8

Matr Transpuesta Rango
Mutpicar por | 2 Matrz Trianguar Mutpicarpor 2 Matrz Triangular

Matrz ekvadaa 2
Factorizacen de Cholesky

Matrz Diagonal Matrz ekvadaa 2 Matrz Dagonal
Factorizacén LU Factorizacen de Cholesky Factorzadén LU

[ Mostrar nimeros decimales

c podris: calcular

un rango, un producto de matrices, una matriz inversa y ofros.

* Para trabajar con matrices rectangulares (no cuadradas) dejar en blanco las celdas que 1o se necesiten

« Usted e ¥ per -1.3(56) , 1.2e-4
(14x) /372, 2

expresiones aritmticas: | 2/3+3% (10-4)

B

« Utilice o Entrar , | Barra espaciadora, «|, —, 1, | | para navegar sobre las celdas.

Seleccionar en el ment izquierdo la

opcion Solucién de Sistemas de
Ecuaciones Lineales
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5] oo de e
« c o D& /matrixcalc.org) o B L m o
2. 6narapeku / Gedtina / deutsch / english / espafiol / (w)lé / frangais / galego / italiano Maxeonckn / norsk / polski / portugués / roméni / pycexui / tirkge / &

Matrix calculator i B el it/ 52
Operaciones con matrices Matriz A Matrz B
Calculadora de .
Sebcickaks .
Gillalo de valres propio cedas | Lmpar |+ - At8 coldos | Lmper |+ | -

i Topios Determnante. Matrz Inversa A+B Determinante Matriz Inversa
Teoria necesara® Wt Transpuesta Rango A8

Mutpicarpor 2
Matiz Diagonal

Factorzactn LU

OMostrar nimeros decimales
Con esta calculadora podrs

© Para trabajar

Matrz Transpuesta Rango
Matrz Trangur

Matiz cevadaa | 2

Mukplcarpor | 2 Matrz Triangular
Matrz Diagoral

Factorzactn LU

Motz ckvadaa |2

Factorizacn de Cholesky Factorizacn de Choesky

Lmpar | +
calcular un determinante, un rango, una suma de matrices, un producto de matrices, una matriz inversa y otros.

« Usted puede utilizar: fracciones decimales (finitas y periodicas)

(1+x)/y"2 , 2°0.5

o Utilice + Entrar |, Barra espaciadora

en blanco necesiten.

3.14, -1.3(56) , 1.2e-4

expresiones aritméticas: 2/3+3% (10-4)

L =L 1 L paranavegar sobre las celdas



MatemaTics para Ingenieria

Definir el niimero de filas para el sistema

S —

<« [ D@ h

matrbcalcorg © - O fr| | Q Busca L e

waezoncxn / norsk / polski / portugus / romind / pycex/ tirkge /&

Guarapex / Sedtina / deutsch / english / espafiol

- wuplo / frangais / galego / italiano / A3
Matrix calculator

yxpaincsxa / tiéng viét / ST (EERH)
Dppoardoped oo sasirioes Solucién de sistemas de ecuaciones lineales
istemas de

Esta aplicacién resuelve sistemas de ecuaciones lineales p

Solucién

do

de elimin de Gauss®,

belooldieddd de Cramer®. analizar & ‘por Teorema de Rouché-] determinar el pos

determinantes folecionee.

Cileulo de valores propios Ingrese los coeficientes del sistema en las celdas y deje los campos en blanco si las variables no participan en la ecuacion.

feoria necesaria®
‘Solucién por la Regla de Cramer
‘Solucién por el Método de Gauss-Jordan
O Mostrar mimeros decimales Limpiar
Ingresar los coeficientes respectivos
“) > e D & hitps/matrxcalcorg/es/sl - Lmeo =

: Guarapox/ Setina/ deutsch/ english./ spafol/ s/ fancais  glego  talino
Matrix calculator il ; T

saxezoncx / norsk / polski / portugs

‘romina / pycoxit / torkse | &
yxpaimcsxa / tiéng viét/ T (E58)

Operaciones con matrices

Soluci6n de sistemas de ecuaciones lineales
Solucién de Sistem

Ecusciones Lineales | Esta aplicacion resuelve sistemas de ecuaciones lineales® por el método de eliminacién de Gauss®, por método de la Matriz Inversa® y por a Regla
NN de Cramer®. También se puede analizar Ia compatibilidad de sistemas por Teorema de Rouché-Frobenis® para determinar el nimero de posibles
aluladora de o Dot
determinantes
Ty m—— Ingrese los cosfcientes el sistema en I celdasy deje los campos en blanco s as variables no partcipan en I ecuacién
¥ vectores propios et [Hmt [ em [
Teoria necesaria® TR IR T B
St 2nt[ tn=[ a1

cedas | Lmpar  + -
Andisis de consstenca
Sokucén por a Rega de Cramer
Sokucén por el Método de la Matrz Inversa
Método de Montante
Sokuién por el Método de Gauss
Sokucén por el Método de Gauss-Jordan
[Mostrar nimeros decimales

Limpiar
© Mo

un ejemplo de input del sistema
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Seleccionar el método estudiado Gauss—Jordan

() Reslver sitemas de ecucion X

OENK] D @ nitps:/matr

O | C
apoa / Seitina / deutsch / english / espaiol / uuyls / franais / galego  ialiano / £ 45 / maxeorcx / norsk / polski

Matrix calculator ™

Solucién de sistemas de ecuaciones lineales

Se debe tomar en cuenta las variables originales
para interpretar la solucion:

x1=u=2; x2=v=1; x3=w=3
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Anexo 4: geogebra.org/classic

Ingresar en el buscador de  internet
geogebra.org/classic

oa geogebracrg o O H L m o

o
gl

123 M0 ABC By &
y oz ow 7 8 e

t s e 4 5 8

Ingresar la expresion a graficar en la entrada
algebraica y seguidamente dar enter

© Clsic - GeoGebra

€©->c e va geogebraorg O Lom

P B
g

123 1) ABC aPy 23

El resultado obtenido se observa a continuacion
tomando en consideracion que pulsando en la
cuadricula se puede mover la imagen
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geogebraorg/cssi ws O Qs LMo =

g
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Anexo 5: calculo simbdlico de
Geogebra Cas

En la pestafia vista seleccionamos la
opcion CAS

Ingresamos la funcién division en la entrada
activada de CAS
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\212

Ingresamos el dividendo y el divisor en la funcion
mencionada. Se debe tomar en cuenta que para
elevar a una potencia se usa el simbolo “*”

zzzzzz

El resultado obtenido es el mismo que el encontrado
mediante el procedimiento manual.

La primera parte indica el cociente y la segunda parte
corresponde al residuo.










